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Extrait d'une lettre adressée par le Professeur Т. 
Н. Hildebrandt (Université d’Ann Arbor) à M. Mau- 
rice Fréchet (Université de Strasbourg). 


..You do not mention the matter of independence of the postu- 
lates for the family of abstract vectors in your memoir 1), and for 
the remainder of the memoir this question is really not essential. 
It may howover be interesting to you that postulates 4:7 and 8 can 
readily be deduced from the other twelve. This seems to be due 
mainly to postulates 13, 14 and 15. 

The proofs are as follows: 

By way of preliminary we note that from postulates 14 and 
15, it follows that 0.2 = 0, and from this by the use of postulates 
10 and 11, we have 


5+(—1)5=(1—1)5=0. 
Assume now 
ÉtTn=é+e 
Then 
(—1)š + (š +n =(—1)ë + 6 о) 
or, by the associative postulate 3: 
U—1)5+5+1=41—1)5+85) + e. 
From the preliminary remark, and postulate 5, we have then 
"se 


1) Sur une définition géométrtque des espaces abstraits affines (Ann. Soc, Po- 
lonaise Math., 1925, t. IV, pp. 1—33. Voir aussi. Les Espaces Abstraits Topolo- 
giquement Affines. Acta Mathematica, vol. 47 (1925), pp. 26—52. 
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2 
1. е. the conclusion of postulate 4. 

Assume next the hypothesis of 7: 

ab—a.q. 
Then 
a.6+(—a).q=a.1+(—a).q=0 
by a use of postulates 10, 14 and 15. Then from 14, we have: 
la.$--(—a).7||=0 
Now by 12 and 9 
a.5$--(—a).n=a(£+(—1) ny 
so that hy 14 
a=0 or £+(—1)n=0. 


Aussuming а 0, and applying postulaths 3, 10 and 11, as in the 
deduction of postulate 4 above, we get: 


$=7 
Finally, from the hypothesis of postulate 8 
a. c= b E 

it follows apparently 

a£4-(—5)£—0 
o that 

le-§+(—d) ê || =o 

Applying postulates 10 and 15 

|a—b|. |[ś||=0 
so that by 14, either 


a=b or $=0 


3 Aout 1996. 


Sur un groupe de transformations 
qui se présente en électrodynamique’). 
Par 
S. Zaremba 


Professeur à l’université de Cracovie. 


Les équations qui subsistent eńtre des éléments qui ont une 
signification physique jouissent ordinairement de certaines propriétés 
d'invarianee faciles à apercevoir avec sûreté a priori. D'autre part, 
des propriétés de ce genre bornent à elles seules, d’une façon con- 
sidérable, la variété des hypothèses admissibles, én ce qui concerne 
la forme des équations correspondantes. 

Par conséquent, dans la recherche des équations de la Phy- 
sique, il serait peut être avantageux de commencer par tirer parti 
des propriétés d'invariance des équations demandées d’une façon 
plus systématique qu'on ne le fait d'ordinaire. C'est ce que je me 
propose de faire voir sur un exemple qui présente peut-être quel- 
que intérêt. 

Dans ce qui va suivre, j'adopterai la conception traditionnelle 
de l'espace-temps parce que, jusqu'à présent, on ne sait pas, comme 
je l'ai fait voir ailleurs *), établir, d'une façon satisfaisante, une cor- 
respondance entre les valeurs numériques des grandeurs considérées 
dans la théorie de,la relativité et des opérations de mesure. 

1. Pour déünir un champ électromagnétique (C), dans le vide, 
il suffit de choisir un système de coordonnées déterminé (S) et de 
faire connaître deux vecteurs comme fonctions du temps ¢ et des 


1) Des circonstances imprévues ayant retardé considérablement la publica- 
tion des C. R. du Congrès de Toronto, je publie ici la communication que j'avais 
faite à ce Congrès en y joignant une addition où je démontre quelques propositions 
qui n’ont pu être qn’énoncées dans le corps de la communication. 

2) S. Zaremba. La théorie de la Relativité et les faits observés, Journal 
de Mathématiques pures et appliquées, 1922, p. 105. 
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+ 


coordonnées z,,2,,2, de l'origine de chacun d'eux; l'un de ces 
vecteurs, soit ¢, représentera alors la force électrique au point 
(Xi, Te, Xg) à l'époque f, c'est-à-dire la force qui solliciterait à l'épo- 
que ¢ un point matériel M chargé de l'unité d'électricité et situé 
au point (z, 2, 2); quant au second vecteur, soit m, il représen- 
tera la foree magnétique au point et à l'époque considérées, c'est- 
à-dire la force qui solliciterait à l'époque ¢ un pôle magnétique P, 
d'intensité égale à l'unité, situé au point (шу, Zs, ж). Les définitions 
précédentes impliquent que, par rapport au systéme de coordon- 
uées (S) (que nous allons nous représenter comme un systéme de 
coordonnées cartésiennes rectangulaires), les vitesses du point M et 
du pôle P sont nulles. Nous avons formulé les définitions considé- 
rées de façon à ce que la circonstance précédente se présente parce 
que la force dérivant du champ et sollicitant un point électrisé 
dépend en général non seulement de sa position à l’époque. consi- 
dérée, mais aussi de sa vitesse par rapport au système de coordon- 
nées (S) et qu'il en est peut-être de même pour un pôle magné- 
tique. Cela posé, il est indiqué de donner aux vecteurs e et m les 
noms de force électrique et force magnétique du champ (C) relati- 
ves au système de coordonnées (S); c'est ce que nous allons faire 
dorénavant. 

Voici maintenant un problème qui se présente de lui-même: 
Connaissant la force électrique e et la force magnétique m d'un champ 
électromagnétique (C) relatives à un système de coordonnés déterminé 
(S), déterminer les éléments analogues e' et m', relatifs à un système 
de coordonnées (S') qui se déplace d'une façon donnée par rapport 
au système (S). 

Je me propose d'étudier ce problème dans le cas particulier 
où le système (5) est animé d'un mouvement de translation recti- 
ligne et uniforme par rapport au système S. 

2. Les notations précédentes étant conservées, désignons par, 
u la vitesse constante du système (S’) par rapport au système (S). 
Nous admettrons ce qu'admettent d’une façon plus ou moins expli- 
cite tous les physiciens, à savoir que la solution de notre probléme 
peut être représentée par l'ensemble des deux équations vectorielles 


suivantes: 
(1) e = pe, m, и) 
m' = w(e, m, u) 
où 9 et w représentent des caractéristiques qu'il s'agit de déterminer. 


Désignons d’une façon générale par 
е Ma En Mis U; (1215253) 
les projections orthogonales respectives des vecteurs d, m', e, m, et w 
sur l'axe de numéro i dans le système de coordonnées (S). Chacune 
des équations vectorielles (1) se décomposera en trois équations sca- 
laires de sorte, qu'en définitive, nous aurons le systéme suivant de 
six équations scalaires: 
` d = Piles, ё, 25, My, My, My, Uy, Us, Us) : 

(2) m, = len, ёз, ёз, My; Mg, Mg, Uy, Uo, из) و‎ 

Voici d'abord une proposition qui résulte immédiatement de 
la nature vectorielle des égalités (1): 
(A) Si Top désigne par &, &, ёз les projections orthogonales d’un 
vecteur quelconque sur les axes du système S, chacune des ex- 
pressions : 


8 

(3) 25, НГ o EEN 
8 

(4) 2 Eper e E 


représentera un invariant du groupe des rotations, 

Pour aller plus loin, considérons un troisième système de coor- 
données (S”) animé, par rapport au système (S’), d'un mouvement 
de translation rectiligne et uniforme avec une vitesse w'. Dési- 
gnons par 

е RTH beste 8) 
les projections orthogonales respectives sur l'axe de numéro i, dans 
le système (S), des forces électrique e” et magnétique m” du 
champ (О), relatives au système (S"), ainsi que celle du vecteur w’. 
Pour obtenir les expressions des &j et m, en fonction des quantités 


Cin т, и, (k — 1, 2, 3) 
il suffit évidemment de substituer, dans les équations (2), aux sym- 


boles: 
ĉi, т, еу My U; Q = 15 2, 8), 


respectivement les symboles 
ё, M, Gun Mi, th. 
Nous aurons donc: 


& == qe 82 dns) 


(5) mi’ = ACER 1,2, 4) (i = 1, 2, 3). 


Cherchons maintenant les expressions des ¢ et m“ au moyen 
des quantités 


[27] т; (à = 1, 2, 3). 


Il у a deux manières d’obtenir les formules demandées: 

1° On peut porter les valeurs (2) des e, et m; dans les for- 
mules (5). 

2° Le système (S”) se déplaçant par rapport au système (S) 
avec une vitesse dont les projections orthogonales sur les axes de 
ce système ont les valeurs 


w + u (= 1, 2, 3) 


on obtiendra encore les formules demandées en substituant, dans 
les formules (2), aux symboles 


e т, U; (¢ = 1, 2, 3) 
les symboles 
e, mi, u, +- wu (i51, 2, 8) 
ce qui donne: 


==: (61...., 1...5 M, + n...) 


mi == Willis»; ,,.,., Uy + TAD S T3 5 5 (A 


Evidemment, les deux procédés doivent conduire aux mêmes 

expressions des ej et ти’. Cela posé, on reconnaît sans peine que 
Pon a la proposition suivante: 
(В) L'ensemble des formules (2) définit un groupe G de trans- 
formations ponctuelles bi-univoques à trois paramètres Są; thy, ty 
de l'espace arithmétique à 6 dimensions; dans ce groupe, les para- 
métres du produit de deux transformations sont toujours égaux aux 
sommes des paramétres homologues des facteurs. 

Le groupe désigné par G dans l'énoncé précédent jouit en- 
core évidemment de la propriété que voici: 

(C) Le groupe G contient la transformation identique et cette 
transformation correspond aux valeurs nulles des paramétres. 

3. Pour appliquer la méthode de Sophus Lie à la détermina- 
tion des transformations du groupe G, il suffirait de connaître les 
fonctions. 


En et Nu (5,:$.52:1, 2. B) 


définies par les formules: 


š TE zz) 
E | “= (ж NN ڪا‎ = 0 
(7) 2v, 

Wwe ER = u, = u, = 0. 


Eu effet, dans ce cas, les fonctions cherchées seraient définies 
sans ambiguité par les conditions suivantes: 

1° Chacune de ces fonctions devra être une intégrale commune 
du système jacobien: 


8 
9f: p ; à 
(8) du, — Bex де EE Bee 


2° Dour 
ZEE 


et en vertu de la proposition (C), les fonctions g, et w, (s = 1, 2, 3) 
devront se réduire respectivement à e, et m,. 

Cherchons done les expressions des £, et des n. 

A cet effet posons: 


3 
(9) fe Spe mos ty...) 


Les formules (7) et (9) nous donneront alors: 


(s, i = 1, 2, 3). 


(10) | š = Exclu, =u, =u, = 0 


Pour aller plus loin, adoptons la convention suivante: un sym- 
bole de la forme F, étant défini seulement pour les valeurs 1, 2 
et 3 de l'indice i, nous considererons le symbole F,, où k repré- 
sente un entier quelconque, comme défini par la formule: 
Vu = Р, 
où i représente l'entier déterminé par l'ensemble des relations 
iszk (mod. 3) 
Lei? 
Posons maintenant 


(11) т ен, Migs — 643, ты @ = 1,2, 3). 


La fonction /, définie par la formule (9), étant, en vertu de 
la proposition (A), un invariant du groupe des rotations, il résulte 


8 


des formules (10) que les £, sont les composantes d'un tenseur du 
2-e degré. Cela posé, on trouve: 


(12) š, = ef.) + m, fa (i) + m AQ) 
en posant 
(13) f.) = Pu €; + pa m; + рат, (GŁEM 2, 3) 


où les p, sont des invariants du groupe des rotations, fonctions des 
seules variables e, et m, ( = 1, 2, 3). Cela posé, jobserve 
queles fonctions a,(i=1,2,3)definies par les formules 


8 8 3 
(14) а, = Ха, а, = Emi а => m, 


constituent un système complet dinvariants indépen- 
dants des variables e, et m, par rapport au groupe des 
rotations. Il résulte de là que les p, pourront étre re- 
gardés comme fonctions des seules variables a. 

D'une facon tout à fait analogue on trouve: 


(15) Nei = e, Pı (í) + m, gs (2) + n, Ys (0), 
en posant 
(16) AO) = qu & + Qa, Mi + dus Mi 


où les g représentent des fonctions des seules variables a. 

Pour résoudre notre problème dans toute sa généralité, il fau- 
drait déterminer d’abord, de la façon la plus générale, les p et les q 
par la condition que le système (8) soit un système jacobien, ce qui 
exigerait l'intégration d'un système compliqué d'équations aux déri- 
vées partielles du premier ordre, et passer ensuite à l'intégration 
du système (8) lui-même. Toutefois, le probléme se simplifie beau- 
coup quand on veut se borner au degré de généralité qui semble 
suffisant au point de vue de la physique. 

En effet, d’après les hypothèses généralement admises, la diffé- 
rence 


7 


=< 


ou е' est défini par la première des formules (1), représente un vec- 
teur perpendiculaire à la vitesse u. D'autre part, il semble naturel 
d'admettre qu'il en est de méme du vecteur: 


m' — nr. 


Or, les hypothéses précédentes étant adoptées, on trouve que 


Гоп а 

(17) š + š 20, т. + m = 0 (EST: 3). 
Posons 

(17, ) n= Se SS OE SS 


Ze) #=1 


En vertu des équations (17) les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que le système (8) soit un système jacobien prendront la forme 
suivante: : 

(18) À, (£3) xmi 4,(7.,) = 0 (i, k, SE 1, 2, 3). 


Il résulte immédiatement de là que les formules (2) s'éeriront comme 
il suit: 

3 
CA = 25, + е; 


(19) з 
m, == Хт, u, + m, 
k=1 


En effet, А cause des équations (18) les valeurs (19) des e’ et des m’, 
seront des intégrales communes des équations (8) D’autre part, pour 


é = gq == g, == 0 
les formules (18) donnent 
ép = 2, M — ftt, 


et cela achève de prouver que les formules (18) sont bien les for- 
pas cherchées. 
4. D'aprés ce qui précède, le problème se ramène à la déter- 
mination des &, et des 7. 
Les conditions (17) donnent: 


| Ры = фы=0 


Ban + Рала = 0 (= 172,8) 
wn = Gs = 0 


(19, 1) 


et, en définitive, on trouve que les formules (12) et (15) peuvent 
être ramenées à la forme suivante: 


Š, = Mu = 0 
(20) — Š = фы = Pr Cpa + Pa таз + Ps higa GE: 28) 
— "lea = Miti = Q 642 + qs Mia + q3 "а 
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où les p, et les q, (k == 1, 2, 3) représentent des fonctions des seules 
variables @,, Qą, as, variables définies par les formules (14). Les 
équations qui déterminent ces fonctions s'obtiennent en développant 
les conditions (18). Pour écrire les équations précédentes. posons 


A=a,, a, — &. 
21 M = 4,0, — ра, + (qa — P1) 03, 
au А = p (pi +), B= pi + paq, А = (р, + фа), 
| B' = q; + ph 


et définissons trois opérateurs différentiels #,, x, et y, par les for- 
mules: 


9 3 2 

Hr = — Spa аз za, Pg (am) 
EOKA” ə 

(22) | h = Pate + Фаз L. da + а а) за 


——3p 8 z +0 — az 
Из == — 2) де, di act Pi VE 2a, 


les équations demandées pourront alors se mettre sous la forme 
suivante: 


A(t, (pi) — pa di) + арз M = 0 

A(u (ps) + 2ps pi + ds pa) — as py M = 0 

A u;(p,) — аА —a,B=0 

A(14 (рз) — PsP: — Ps 92 — Is Pe) — Gs Ps М = 0 
А(и, (P>) + ps p) + a pa M = 0 

A u3(p,) + 2,4 + a, B = 0 

A(u;(ps) — раз) + a, À + a, B = 0 

Aus (ps) + рз) — aş A — a, B = 0 

А us(ps) + ps M = 0 

A(m (91) — 9%) + 99 M = 0 

А(и» (91) + Ps + Ф + 989) — 9595 M = 0 
A u (Q) — Gs A’ — a, В = 0 

A(t (94) — ps qi — 29392) — 05 q М = 0 

A(Ms (дь) + qs p») + 0,93 M = 0 

A us(q;) + 0,4 + a, В = 0 

Д(и, (9з) — 93) + ag A’ + e, B' = 0 

A(us(95) + q ps) — 0,4 — as В = 0 

А и, (9) + 9 M = 0. 


(28) 
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Sans insister, pour le moment, sur la discussion un peu laborieuse 
du système précédent et en réservant pour un autre travail quel- 
ques applications des résultats obtenus, je me bornerai actuellement 
à faire remarquer que, si l’on adopte l’une des hypothèses sur les- 
quelles M. Lorenz 1) a fondé la théorie des électrons, hypothèse qui 
revient à admettre que 


Pı = Ps = 0, Ps + 0 


‚оп trouve 


Qi = q = 93 = 0 


ce qui exprime que, par rapport au groupe défini par les équations 
(18), la force magnétique est un invariant. 


Addition. 


Voici quelques indications destinées à faciliter la vérification 
des résultats présentés dans la communication précédente. . 

Pour établir les formules (12) et (15), р. 8, on peut procé- 
der comme il suit: les m, étant définis par la formule (11) et la 
quantité À par la première des formules (21), on aura: 


ёр б, ез 
(24) А = | mi T, My 
My, Ng, Ng 


et l'on s'assurera sans peine que l'on a 


(26) 4 Бе ACA = m,) em m,(a, m,— Os €,) + ж, 
(s = 1, 2, 3) 


d’où il résulte que l'on a aussi 
3 3 i 3 
(26) A= JXe,(a,e, — a, m,) = X m, (a,m, — ae) = Xn; 
sm] 4 =1 s=] 


Il est évident d’ailleurs que, dans le tableau 


1) Н. A. Lorenz. The theory of of electrons. Leipzig, B. G. Teubner 1909, 
p. 14, formule (23). 
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Cg €1 — Gs, зе, — Gss, Qeg — Qym; 
(27) a M1 — бе, OiMa — 0,69, Ms — 056; 
Се n, 3; 


les éléments d'une méme ligne constituent les composantes d'un móme 
vecteur. D'autre part, puisque les quantités E, sont les composantes 
d'un méme tenseur du second degré, les expressions 


PER (= 1, 2,3) 
#=1 


où les v, représentent les composantes d’un même vecteur quel- 
conque, représenteront elles-mêmes les composantes d'un certain 
vecteur. Par conséquent, les quantités 


(28) | fü)» AG) AG.) 


définies par les équations 
3 

2 (ee, ties a,m,)&,; = Añ (i) ° 4 
8 

2(а, т, — 8, €.) ., = AG) > 4 


PA = fA). A, 


(29) 


représenteront les composantes d'un même vecteur pour chacune 
des valeurs 1, 2 et 3 de l'indice k. Cela étant, les quantités p,, dé- 
finies par les équations 


3 
RAGS e, — agm) fili) = Pu, 
8 
(30) EA m, — Gs e.) f. (ë) = Pras 
8 
Zn) = Pass 


représenteront chacune un invariant du groupe des rotations et, par 
conséquent, chacune de ces quantités sera fonction des seules gran- 
deurs o, а, et аз. Or, l’ensemble des équations (29) et (30) en- 
traîne les formules (12) qu'il s'agissait d'établir. Quant aux formu- 
les (15) p. 8, on les obtiendra d'une façon tout à fait analogue. 
Démontrons maintenant que l'hypothése selon laquelle le vecteur u 
serait, dans tous les cas, perpendiculaire à chacun des vecteurs 
е — e et m — m, entraîne bien l'existence des relations (17). A cet 
effet adoptons l'hypothése précédente. 


Nous aurons: 
Ë 8 
Sule — e) = 0 et Zu,(m, — т, = 0, 
sm] s=1 


pour tous les systèmes de valeurs de w,, из, wz. Par conséquent: 


: 3 
de, ` Om, ру 
PLE + е — е, = 0 PEL + m, — m, = 0, 


:=] ,=1 


d'oü 


3 
8? e, де де' 
= M Su, ди, éd a e x 


Im, 
PE ди, +` a ‘+? 5и. = 


Cela posé, il suffit de faire dans ces équations u, = и, = u, = 0 
et de se reporter aux formules (7), p. 7, pour s'assurer de lexis- 
tence des relations (17) qu'il s'agissait précisément de démontrer. 

Montrons maintenant qu'au саз où les relations (17) (p. 9) 
sont vérifiées, les conditions pour que le systéme (8), p. 7, soit un 
système jacobien prennent bien la forme (18). A cet effet observons 
que, avec les notations définies par les formules (17,,), les équa- 
tions (8), p. 7, s'éerivent de la façon suivante: 


of 
(31) ди, = ^U) (i, = 1,2, 5). 
D'après un théorème classique, les conditions nécessaires et suffi- 


santes pour que ce système soit un système jacobien sont les sui- 
vantes: 


(32) f(E) — Alé.) = 0 (i, s, k == 1,2,8) 
et 
(33) At.) — AC L0 (i, s, k = 1,2,8). 


L'une des relations (17) permet de donner à (32) la forme suivante: 


LE) + 4(& ) = 0. 


En adjoignant à cette équauon celles que l'on peut en déduire par 
voie de permutations circulaires des indices k,s, i, on obtient un 
système d'équations qui donne de suite 


À(b)—0  (ksi=1,2,3). 
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D'une façon tout à fait analogue les équations (33) nous donneront 
CAC) =0 (k, 8,4 = IS 2, 3) 


En définitive, lorsque les relations (17), p. 9, sont vérifiées, les con- 
ditions considérées prennent bien la forme (18), p. 9. 
Assurons-nous maintenant que les relations (19,,) sont bien 
équivalentes aux relations (17). 
J'observe à cet effet que les relations (17) donnent en par- 
ticulier 


& = 0, 
égalité qui en vertu de (12) donne: 
(34) Pir + Paa mi + pss + (pss + Psa) Min, + 


+ (Pu + Раз) е + (pis + Ра) ёт, = O. 


Cette égalité doit subsister quelle que soit l'orientation des axes. 
Or les valeurs des p,, sont indépendantes de l'orientation des axes 
et, d'autre part, lorsqu'on fait varier l'orientation des axes, les va- 
leurs que peuvent prendre à la fois les trois quantités e, m, et m, 
ne sont assujetties, dans le cas général où chacun des vecteurs e 
et m est différent de zéro et ой ces deux vecteurs ne sont pas pa- 
rallèles à une méme droite, qu'à satisfaire à l'équation 


(35) as e? + a, mi + n — 2a5em, — A = 0 !) 


où 4 est défini par la première des équations (21). 
Par conséquent l'égalité (34) doit être une conséquence de (35). 
On a donc 
Pa + pa = 0 (à k = 1, 2, 3). 


On établirait d'une façon analogue que les relations (17) entraînent 
encore les suivantes 


Qik + Qui = 0 (i, k= 1, 2, 3). 


En définitive, les relations (17) entraînent les relations (19,,). Mais 
il est évident que les relations (19,,) entraînent les relations (17). 
Done, les systèmes de relations (17) et (19,,) sont équivalentes entre 
elles comme il s'agissait de le démontrer. 


") Pour reconnaitre l'existence de l'équation (35) il suffit de considérer que 
les éléments du tableau (27) représentent les coefficients des éléments homologues’ 
dans le déterminant (24). 
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Voici comment on obtient les formules (20): il résulte de 
(19,,) que l'on peut poser 


Pi = раз == — pss, Pa = Pis = — Pai, Ps = ры = — рз, 


en désignant par les р; des invariants du groupe des rotations. Cela ` 
étant, la formule (12) donne: 


(36) Baus PM n, — mna) + pinus €, — ще) + 
+ Pleim, = ет). 

Or les expressions par lesquelles les р, sont multipliées respective- 
ment dans la formule précédente représentent les coefficients de la 
colonne de rang i-|-2 dans le déterminant qui constitue le se- 
cond membre de (24) et, d'autre part, ces coefficients sont égaux 
respectivement aux éléments de la colonne de rang i + 2 dans le 
tableau (27); il résulte de là que l'expression (36) de &,,,, peut être 
mise sous la forme 


Bau = Pi lipo + Pe Was + Ps LET 
en désignant par les р, les invariants du groupe des rotations dé- 
finis par les formules 


Pi = Pis — Pos, py = py, — Pis, py = ps. 
Cela posé, pour reconnaître la légitimité des formules (20), il suffit 


de considérer qu'un raisonnement tout à fait analogue à celui que 
nous venons de développer conduirait à la formule 
Noses = 491642 + 9a т.а + 937412 

oü les g, représentent certains nouveaux invariants du groupe des 
rotations, 

Pour terminer, développons les caleuls qui au саз ой l'on 
a les formules (20) permetteut de conclure à l'équivalence du sys- 
tème (23) (p. 10) au système (18). 

En vertu des formules (17,,) et (20) nous avons 


2 
"TIT M PE мш: ү н "ada "n 


T (6a + Pa Mia + Ps Min) © + 
(37) ж 


2 
— (Фе + 92042 + Gs 7:42) م‎ s 


Š 
+ (gs ema + 92%, + ат) ma 
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Commençons par développer les expressions 
DCH (k= 1, 2, 8) 


où les a, ont les valeurs (14). En tenant compte du fait que les 
éléments d’une colonne du tableau (27) représentent les coefficients 
des éléments de la colonne homologue dans le déterminant (24), 
on trouve: 

4,(a,) = — Żpze, + 2p,a,m, — 2 pan, 

Ay (tg) = — 295 04 e, + 245 ® m, + 291% 

Las) = — (Ps as + 9:9), + (ps as + Ф 01)m, + (р, — 99). 
Cela posé, si l’on désigne par w(a,, Gs, Gs) une fonction quelcon- 
que des variables @,, a, et a, et si l'on conserve aux opérateurs 
Hy, Ms et из les sens que leur attribuent les formules (22), on trouve: 


(38) A(w) = m (Y)e + и, (p)m + tt Q2) m. 


Développons encore les expressions 4,(n,) et 4(m¿ə) où, on se le 
rappelle, on a 

Ni == eq qs — eqa Mitis 

җы = ёт — € 43g. 


En tenant compte, comme plus haut, des relations qui existent entre 
les éléments du tableau (27) et ceux du déterminant (24), on trouve: 


(39) A(n) = a Ci — Pa Gs + (92 — Pi) 03 — 46 + Pa mi + 
+ p,m,ni — яте, + (р. — Qs) em, 
et 
(40) Anse) = (pim, — Ф е) е + (рат — 930.) Mia + 
+ (pam, — qse) Ps: 


D'après les formules (20) (p. 9), nous avons: 


Baa = P1642 + Pa Mia + Paris. 


En s'appuyant sur cette formule ainsi que sur les formules (38) 
et (40), on développera aisément l'expression 4,(5,,,;) et, après avoir 
éliminé de la formule obtenue le produit жү, au moyen de la 
relation 


Qg Cilio + Gy mms — Gs (Milia + ema) + Niga = 0, 


relation que l'on obtient en considérant que les éléments du ta- 
bleau (27) sont égaux aux coefficients des éléments homologues du 
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déterminant (24), on obtiendra une formule qui, à la suite de la 
substitution à m,, de sa valeur ¢,,.m,— eM, nous donnera fina- 
lement la suivante: 


LE) = (p? + ра) е + (Pr Pa + ра) ma + 
+ DONT (p) — рз — Ga us (p); + 
+ m,ms(us (Pa) + PaP: — € us(Pps)} vi 
(41) + татьи (ра) + P3) + Mipan Ms (ps) + 
+ mealtz (pi) + тле (Ps) — Ps 93) + 
+ eman (py) — Ps + Gs из (Ps) — pi Ps — P335) + 
+ eam, (us (P1) + Psi + азиз (Ps) + Pi Ps + Р 9). 


Développons maintenant l'expression 4,(5,,,,,,). Nous avons {formu- 
les (20), p. 9}: 


Śr. وہ‎ = pi ё + Pam BR Ps 


et, en nous appuyant sur (38) et (39) nous obtiendrons l'expression 
де A a) sous forme d'un polynome entier du second degré en 
&, m, et n, ayant pour coefficients certains invariants du groupe 
des rotations. Après avoir éliminé de l'expression précédente la quan- 
tité n? au moyen de la relation (35), on obtiendra les formules dé- 
finitives suivante: 


АЁ) = Psi © — Pa G; + (9 — Pi) Qs} + Диз (рв) + 
+ éd (P1) — Ps 91 — 9 Hs (py)) + 
(42) + mi {u (р) + Pe Ps — 3 ts (Ps)} + 
+ min {us(ps) + My (ра) + p) + 
+ me {us (pi) + ж (Ps) — Ps qs} + 
+ emus (Ps) + t (pa) + Ps (Pi — 92) + 20514 (P3))- 


L’équation 
(43) А, (ё) = 0 


doit être vérifiée quelle que soit l'orientation des axes; d'autre part, 
ainsi que nous avons déjà eu l’occasion de le faire remarquer, lors- 
que l'orientation des axes varie, les vecteurs e et m étant donnés, 
les valeurs que peuvent prendre à la fois les quantités e, m, et m, 
ne sont assujetties, dans le cas général, qu'à satisfaire à l'équation 
(85). Par eonséquent, il résulte de (42) que, pour que l'équation (43) 
soit satisfaite dans les conditions voulues, il faut et il suffit que 
l'on ait: 


Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 2 
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Ps (qi — Pss + (9 — р,)@} + Ang (ps) = с 
ш. (px) — Реф — % s (Ps) = 0 

Mą (Pa) + Pe Ps — a, u; (py) = 0 

Us (po) + Ms (ps) + pš = 0 

из (p1) + M1 (ps) — Ps ds = 0 

14 (pi) + Ha (Pa) + Ps (Pr: — Ф) + 298 (ра) = 0. 


A cause de la 2-ième et de la 3-ième des équations (44) le coeffi- 
cient de ees ainsi que celui de m,m,,, dans l'expression (41) de 
А( иы) sont identiquement nuls et, à cause de cela, après avoir posé 


4, + l (ps) + P5 В, = us (Ps); 


(44) 


45 A, = us (p); B, = u (ps) — PsQs5 

(45) As = ш. (Pa) — Ps 92 + Gss (ps) — D Ps — Pads» 
В, = ux(pi) + рар + Gs ls (Ps) + Di Ps + Ps ds 

l'équation 

(46) А(&ы) = 0 


prendra la forme suivante: 


(pi + раф) ён + (pi Pa + Ps 2) Migs + 
+ Amnis + Вт, ущ + 

(41) + Angus + B, пазе + 
+ Asema + Вет = 0. 


Mais, avec les notations (45), les trois dernières équations du sys- 
tème (44) s'écrivent comme il suit: 


4, + B, = 0, 
(48) A, + В, = 0, 
A, + B, = 0. 


Il résulte de là que l'équation (47) équivant à la suivante: 


(pi + раф) ёа + (Pr Pi + Pa G2) a + 

A, (mina, — таат) + 

+ А, (M642 — пазе) + 

+ 4, (emus ND ёз?) = (), 
laquelle, à cause des relations qui existent entre les éléments du 
tableau (27) et les éléments du déterminant (24), peut se mettre 
sous la forme suivante: 
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ер? + раф — 9 A, + 03 41) + 
+ тар + рь + @ 4, — о, 44) — M Agni, = 0. 
Pour que cette équation subsiste quelle que soit l'orientation du 
axes, il faut et il suffit que l’on ait 


Pit Pogi — % 4, + 0,4, = 0 
(49) Pi Pa + Pado + % 4, — a, А, = 0 
Ay sS; 
Il résulte de ce qui précède que l’ensemble des équations 
4,(5,,) = 0 (i, j, k = 1, 2, 3) 


équivant à l’ensemble des équations (44) et (49), lequel, on le véri- 
fiera très aisément, équivant à l'ensemble des 9 premières des équa- 
tions (23). Reste à prouver que l’ensemble des 9 autres équations 
du système (23) équivaut à l'ensemble des équatious 


A(x) = 0 ($J, k = 1, 2, 9). 


On pourrait évidemment y arriver au moyen d'un calcul tout à fait 
analogue à celui que nous venons d'effectuer, mais il est inutile de 
développer ce caleul car il est aisé de voir que l’on en obtiendra 
le résultat en remplaçant dans les 9 premières des équations (23) 
les symboles 


Qi, Gs, Gs, Di; Pa; Par Gi, 9з, 9з› Kis Me: Из 
respectivement par 


Gy, €, Gy, Qs; Qi, — Яз, Pas Pis — Ps; Из. Ш, — Из. 


Sur les géométries de Cayley et sur une 
géométrie plane particulière. 
Par 
Stefan Glass (Wilno). 


Introdnetion. 


L'idée de Cayley de rattacher la métrique de Lobatschewski 
à une courbe invariable de second degré, a conduit F. Klein!) à une 
classification rationnelle des géométries planes de Cayley, c’est à dire 
des géométries dont les mouvements laissent invariable l'absolu — 
courbe de second degré, dégénérée ou non. Cette classification, qui 
est tout simplement la classification des formes que peut prendre 
l'absolu, permet de saisir immédiatement les rapports qui existent 
entre les différentes géométries. On remarque que la place occupée 
par la géométrie d’Euclide n'a rien de particulier. Cette clasification 
contient tous les types des géométries planes au sens de Riemann, 
sil s'agit de petites portions du plan, ear sur une telle portion a lieu 
approximativement une des géométries de Cayley. 

J'exposerai dans ce qui suit: 

1) la classification des géométries planes de Cayley; 

2) la construction et la démonstration des théorèmes les plus 
importants de la plus simple des géométries, qui est la dégénére- 
scence de toutes les autres, y compris celle d'Euclide. Je l'appelle 
la géométrie G. Elle a été mentionnée par M. E. Borel*) et M. H. 
Beck 3) s'en est occupé. 


1) F. Klein. „Nichteuklidische Geometrie“. Goettingen 1898. 

2) E. Borel. „Introduction géométrique à quelques théories physiques". Paris 
1914, voir page 88. 

з) Ce n'est qu'après avoir écrit le présent travail que j'ai eu connaissance 
du mémoire de M. H. Beck: „Zur Geometrie auf der Minimalebene*. (Sitzungs- 
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Je termine par quelques remarques ayant trait à la physique 
et à la philosophie. Au commencement je passe en revue les notions 
fondamentales des géométries de Cayley en insistant sur le principe 
de dualité. 


Introduction de la métrique sur le plan projectif tout entier. 


Nous prendrons comme point de départ le plan projectif réel 
(plan de la géométrie euclidienne avec la droite à l'infini) que nous 
appellerons plan tout court et nous introduirons la métrique sur ce 
plan tout entier. Nous définissons les points z et les droites v à l'aide 
des coordonnées homogènes (z,, 25, 2%), (v, Va, 0s). Les rapports 
entre les deux catégories des éléments du plan est le suivant: 
si 3s, v,— 0, alors on dit que le point z est situé sur la droite v, 
ou que la droite v passe par le point z. Vu l'identité des définitions 
on peut transposer dans les théorémes les mots: point, droite. Deux 
points d'une droite divisent les autres points de la droite en deux clas- 
ses appelées segments. De méme deux droites déterminent deux angles. 


Considérons une conique non dégénérée. Nous la dófińirons dès 
le commencement d'une manière duale: comme lieu de ses points: 
Xa, 2:2» = 0, (i, Е = 1,2,3) et comme enveloppe de ses tangentes: 


i,k 
X Aavv, = 0 (i, k = t, 2, 3). Les coefficients a, sont réels, le déter- 
i,k 


minant la] = 4 + 0, Ay est le complément algébrique de a, divisé 
par 4. Considérons les collinéations (transformations linéaires) lais- 
sant invariable cette conique, appelée absolu. On dit que ces col- 
linéations appartiennent à l'absolu. Le dualisme dans les définitions 
de l'absolu est important, puisque la même courbe peut dégénérer de 
façons différentes, suivant qu’on la considère comme lieu de points 
ou comme enveloppe de droites (par conséquent les propriétes des 
segments peuvent devenir différentes des propriétés des angles, si 
l'on envisage une géométrie à l'absolu dégénéré). 

Une collinéation appartenant à l'absolu s'appelle mouvement, 


ber. d. Berl. Math. Ges, 12. pages 14—30). L'auteur y considère la géométrie sur 
un plan minimal de l'espace euclidien. Elle est identique à la géométrie G. Le 
mémoire de M. Beck traite donc un des sujets du travail présent. Cependant il 
y & des différences de méthode et de développements ulterieurs. 
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si l'on peut passer d'elle à la collinéation - identité par une série 
continue de collinéations appartenant à l'absolu. 

La conique-absolu est réelle ou imaginaire, suivant qu'elle 
a ou non des points (droites) réels. Les coniques réelles d'une part 
et les coniques imaginaires de l'autre, ainsi que les groupes de mou- 
vements qui leur appartiennent, sont toutes semblables entre elles 
par rapport au groupe des collinéations aux coefficients réels. On 
à done deux sortes de géométries, définies par l'absolu non dégé- 
néré: la géométrie de Riemann (géométrie R) à l'absolu imaginaire, 
et la géométrie de Lobatschewski-Poincaré (géométrie L-P) à l'ab- 
solu réel). 

On dit qu'un point réel en dehors de l'absolu est elliptique, 
hyperbolique ou parabolique, suivant que les deux droites passant 
par ce point et appartenant à l'absolu (tangentes à la conique absolu) 
sont imaginaires (conjuguées), réelles et différentes ou qu'elles se con- 
fondent (et sont nécessairement réelles). On définit d'une fagon aua- 
logue les trois espèces de droites. Dans la géométrie R, on n'a 
que des éléments elliptiques; dans la géométrie L-P des éléments 
elliptiques et hyperboliques; les eléments paraboliques n'apparaissent 
que dans les géométries à l'absolu dégénéré, 

Deux éléments de la méme catégorie en dehors de l'absolu 
sont parallèles, si l'élément. de l'autre catégorie qu'elles déterminent 
appartient à l'absolu. 

Parmi les élements réels le parallélisme ne peut avoir lieu 
pour des éléments elliptiques. 

Rappelons maintenant comment on introduit la métrique. Con- 
sidérons une géométrie particulière définie par l'absolu z. Prenons 
deux éléments en dehors de l'absolu, de la méme catégorie, de la 
méme espèce, non parallèles, p. ex deux points А, А“. Ces points 
déterminent une droite a et sur elle deux segments. La droite coupe 
l'absolu en deux points différents В, В’. Suivant que B, B' sont réels 
ou imaginaires, а est hyperbolique ou elliptique. Considérons le pre- 
mier cas. On entend par segment А 4’ le segment ne contenant pas 


1) La géométrie esquissée par Poinearé dans son mémoire: ,Sur les, hypo- 
thèses fondamentales de la géométrie“ (Bulletin de la Soc, Math de France, 1888) 
c'est la géométrie à l'extérieur de la conique-absolu, la géométrie de Lobatschew- 
ski, c'est la géométrie à l'intérieur de cette conique Si l'on considère le plan pro- 
jectif comme un tout, sur lequel l'absolu détermine la métrique, il faut regarder 
ces deux géométries comme parties d'une seule. 
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В, В et par sa longueur À A’ le produit de la valeur réelle du lo- 
garithme du birapport (44' BB’) des points 4, A’, В, B’ par une cons- 
tante c, ehoisie une fois pour toutes, pour la géométrie que l'on 
considère. On procède d'une manière analogue dans le second cas, 
pour définir les longueurs des deux segments AA’ de la droite ellip- 
tique. On choisit alors les valeurs de logarithme du birapport sa- 
tisfaisant à la condition: la somme des modules des longueurs des 
deux segments АА' est égale à 2л multipliés par le module de c. 
Si ces longueurs sont égales, on dit que les points А, A’ sont per- 
pendieulaires. La longueur ainsi définie est un invariant par rapport 
aux mouvements et l'on a en outre pour trois points alignés: 


AA" = A4' + AA". 


Pour obtenir par dégénérescence des valeurs réelles pour les 
longueurs dans la géométrie d’Euclide, nous prendrons c purement 
imaginaire daus la géométrie R (ce qui fait que les longueurs sont 
réelles) et c réel dans la géométrie L-P (done les longueurs des 
droites hyperboliques sont réelles). Nous obtenons ainsi dans la géo- 
métrie L-P des valeurs purement imaginaires pour les longueurs 
des segments elliptiques (segments des droites elliptiques), mais le 
rapport des deux nombres de cette espèce étant réel, on peut bien 
comparer ces longueurs entre elles. Cependant on ne peut pas don- 
ner un sens à la comparaison des longueurs de deux segments dont 
l'un est elliptique et l'autre hyperbolique, mais il n'y a pas non plus 
de mouvement qui transporte l'un de ces segments sur l'autre. La lon- 
gueur d'une droite elliptique est 2ліс. 

Nous définissons d'une maniére analogue la grandeur des an- 
gles et nous introduisons une nouvelle constante c', analogue à c, 
que pour des raisons semblables nous choisissons purement ima- 
ginaire. 

Il y a une infinité de géométries L-P et R et chacune d'elles 
est caractérisée par les paramètres — z dont le premier 
s'appelle courbure. 

Faisons maintenant dégénérer l'absolu considéré comme en- 
semble de points p.ex. en une droite (double) et considéré comme 
ensemble de droites en deux faisceaux aux centres imaginaires. 
Pour que les longueurs ne deviennent pas toujours égales à zéro, 
c doit tendre à l'infini, d restant arbitraire. Done il y a une 
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infinité de géométries euclidiennes. Quand enfin les cen- 
tres des faisceaux mentionnés ci-dessus convergent vers un seul 
point (réel), alors c’ doit aussi devenir infini pour que les angles 
ne deviennent pas tous nuls. 

Je vais esquisser la métrique pour l'absolu dégénéré en pre- 
nant comme exemple la géométrie d'Euclide. Comme définition de 
la longueur nous prenons la limite de l'expression c. lg (AA’ BB’) 
mentionnée ci-dessus. La définition de l'angle ne change pas. Si l'on 
prenait comme mouvements les collinéations (formant un groupe G) 
qui laissent invariable l'absolu (avec la restriction de la page 21—22, 
relative aux mouvements), on verrait que la longueur n'est pas un 
invariant. Done nous appellerons mouvements des collinéations (avec 
la méme restrietion) qui laissent invariable la longueur et l'angle. 
On peut obtenir ces mouvements comme dégénérescence de mou- 
vements. appartenant à un absolu qui dégénére. Elles forment un 
sous-groupe du groupe G. Les autres collinéations de G sont 
des similitudes. 

Si l'on ne peut pas définir la mesure pour des ,parties^ (se- 
gments ou angles) des éléments d'une catégorie comme le produit 
d'une constante par le logarithme du birapport (p. ex. pour les se- 
gments de droites dans la géométrie d’Euclide), alors on dit que 
cette mesure est relative. Cela a lieu, si l'absolu, considéré comme 
lieu des éléments de l'autre catégorie, est doublement dégénéré 
(p. ex. la double droite ponctuée „à l'infini“ dans la géométrie d'Eu- 
clide). Dans le cas contraire on dit que la mesure est absolue (p. ex. 
les angles dans la géométrie d’Euclide dont l'absolu, considéré comme 
formé de droites, se compose de deux faisceaux dont les centres 
sont les points ,cyeliques^). TN 

Considérons deux points d'une droite qui coupe l'absolu en 
deux points réels (différents ou se confondant entre eux). Si un 
de сев points reste fixe et l’autre tend vers un point de l'absolu, 
alors la longueur du segment tend vers l'infini. Cette remarque et 
une remarque analogue pour les angles conduisent à appeler infini, 
ce qui est réel dans l'absolu. 


Classification des géométries. 


Chaque géométrie est désignée par une majuscule et par un 
dessin symbolisant son absolu. R — Riemann, L-P — Lobatschewski- 
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Poincaré, E — Euclide, M — Minkowski’), В — Blaschke 2), @— Ga- 
lilée, А désigne une géométrie peu intéressante. 


Voilà le sens des symboles: > signifiie une conique non 


r ` 


dégénérée, réelle, { ) une conique non dégénérée imaginaire, 


--- 


une droite réelle, —— une droite imaginaire, (-) un 


point réel, un point imaginaire. On voit p. ex. que l'absolu de la 


géométrie B, si on le considére comme ensemble de points, est formé 
par deux droites ponetuées imaginaires; si on le considère comme 
ensemble de droites, il est formé par un faisceau réel (double) Le 
dessin symbolique fait voir immédiatement les propriétés fondamen- 


1) Minkowski. »Raum und Zeit“. Leipzig 1909. 

2) W, Blaschke, ,Euklidische Kinematik u. nichteuklidische Geometrie*, 
Zeitschrift f, Math. u. Physik. Bd. 60, page 61. M. Blaschke considère une géo- 
métrie à 3 dimensions. Sur les plans réels qui coupent l'absolu de cette géométrie 
suivant deux droites (imaginaires) a lieu 1а géométrie B. 
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M 


tales de la géométrie considérée. Prenons p. ex. у A Comme 


hj 
` 


l'absolu — n'est pas complètement dégénéré dans le cas considéré (deux 
droites et non une droite double), on а la mesure absolue pour les 
segments Comme il est imaginaire, cette mesure est limitée — la 
droite a une longueur finie. Considérons cet absolu comme ensemble 
de droites. Comme il est réel (faisceau double, donc réel), on a des 
angles aussi grands que l'on veut. Comme la dégénération de l'ab- 
solu est compléte, la mesure des angles est relative 

Enfin les minuscules caractérisent les éléments dans le fini 
(réels, non appartenant à l'absolu). Les lettres devant le trait carac- 
térisent les points, les lettres aprés le trait caractérisent les droites; 
€, h, p signifient respectivement: points (ou droites) elliptiques, hy- 
perboliques, paraboliques 

On a deux axes de symétrie dans le dessin représentant la 
classification. Le premier passe par les géométries R, G et L-P. 
En transposant dans les axiomes et les théorémes les mots droite — 
point et segment — angle on permute les géométries au-dessus de 
laxe avec les géométries au-dessous. Les géométries E et M sont 
daus ce sens respectivement duales aux géométries B et A. On ob- 
tient l'absolu de l'une de l'absolu de l'autre en substituant les droites 
aux points et vice versa. Une géométrie change en géométrie duale 
p. ex. par polarité par rapport à un cercle fixe. Chacune des géo- 
métries R, G, І.Р est duale par rapport à elle méme ou autoduale, 
puisque l'absolu de chacune d'elles est autodual. 

Si l'on eonsidére l'ensemble de toutes les géomé- 
tries de Cayley, on voit que le prineipe dedualité est 
valable non seulement pour les points et les droites, 
mais aussi pour la métrique, c’est-à-dire pour les se- 
gments et les angles. 

L'autre axe de symétrie, perpendiculaire au précédent, passe 
par la géométrie G. Ce qui est imaginaire dans l'absolu dans une 
géométrie à gauche de cet axe, est réel dans la géométrie à droité, 
symétrique à celle-ci. 

En ne considérant que des élements dans le fini, on dira que 
deux points sont paralléles, s'il n'existe pas de droite passant par 
сез deux points. Alors on peut formuler le postulat des paralléles 
pour les points de la maniére suivante: 
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Il existe sur une droite arbitraire qui ne passe pas par un 
point donné, un et un seul point parallèle au point donné. 

On exprime d'une manière analogue laxiome des parallèles 
pour les droites. 

Les géométries situées le plus loin du centre. à l’absolu non 
dégénéré: R et L-P ne possèdent pas de postulat de parallèles. Cha- 
eune des géométries intermédiaires, à l’absolu non entièrement dé- 
généré, possède un postulat de parallèles: E et M pour les droites, 
B et A pour les points. La géométrie G en posséde deux: pour les 
droites et pour les points. 


Géométrie de Galilée. 


La géométrie de Galilée est la dégénérescence complète de 
toute autre géométrie de Cayley. Nous l’obtiendrons comme dégé- 
nérescence de la géométrie d’Euclide. Pour passer de E à G il faut 
que les „points cycliques“ se confondent. Nous y parviendrons en 
„étirant“ infiniment le plan euclidien dans une direction fixe. Pre- 
nons un système de coordonnées cartésiennes rectangulaires et éti- 
rons le plan dans la direction de l'axe des z par la collinéation: 
(1) T re T Moo 

psy 
La droite à l'infini reste immobile, les ,droites minimales“ passant 
par l'origine с. à d. y= + іх changent en y = + La, done à la 


limite pour a = oo elles se confondent, devenant l'axe des x; done 
les points eyeliques se confondent en devenant le point à l'infini 
sur l'axe des z. Nous obtenons l'absolu de G de l'absolu de E et 
notre système de coordonnées est choisi de façon que l'absolu de G, 
considéré comme ensemble de points, soit la droite à l'infini, et con- 
sidéré comme ensemble de droites, soit le faisceau de droites paral- 
leles à l'axe des z. 

Ayant trouvé les dégénérescences des mouvements euclidiens 
et les dégénérescences des grandeurs euclidiennes suivantes: distance, 
angle et surface, nous vérifierons que les dégénérescences de ces gran. 
deurs, ainsi que la droite à l'infini et le faisceau de parallèles à l'axe 
des x, sont des invariants pour les dégénérescences de mouvements. 
Ainsi nous aurons démontré l'existence de la géométrie G et les 
dégénérescences obtenues en seront les moüvements et les mesures. 
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Pour obtenir des rotations après l'étirement, il faut substituer 
dans les formules de rotation eclidienne d'angle — a 
X = х cos a + sin a 
Y = — sin a + y cos a 
les coordounées z’,y des formules (1). On obtient 
Х' = х' cos a + y'a sin a 
(2) Ү'=— 989 y cosa 


Faisons tendre a vers 0, tandis que a tend vers oo de façon que 
a sin a tende vers une limite finie k.(2) donnent alors à la limite: 
X=x + ky 

8) Pr 


C'est la formule de rotation dégénérée. 
Les formules de translation euclidienne: 

X=x+7y 

my Pe 
donnent aprés l'étirement: 

X'= x + ау 

F=yv +B 
Quand y tend vers 0 de façon que ay tende vers une limite finie a, 
on obtient à la limite: 


(4) X'=r+a 


Bey 
La formule de translation reste done la móme. La formule de la 
distance de deux points (z,, y,), (zy, 44) est V(x, — xa)? + (y, — y). 


2 
| + (y, — y)? et à la limite: 


Ti — 25 


Elle donne après l'étirement y S 


(5) Ó=y — Ya 
Telle est la dégénérescence de la distance. L'angle entre l'axe des y 


et la droite y — mz est arctg > — artg y Aprés l'étirement nous en 


4 1 zip 
obtenons arctg а = arptg — En multipliant par a nous obtenos 
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а= оо ат 
entre Гахе des y et la droite au coefficient angulaire т. Done la 
dégénérescence de l'angle entre deux droites aux coefficients angu- 
laires m,m' sera: 


à la limite lim a kę e “= * C'est la dégénérescence de l'angle 


(6) Ac 


Nous trouvons d'une maniére analogue l'expression pour la dégéné- 
rescence P de la surface du parallélogramme aux sommets (z, y,), 


(as, ул), (14 Va) (a, , Ya). 
(1) P= (x, — 24) (у, — И) 


On vérifie avec la plus grande facilité que les dégénérescences dé- 
finies par les formules (5), (6),(7) sont des invariants pour les trans- 
formations (3) et (4) et qu’elles possédent la propriété additive. On 
voit immédiatement que la droite à l'infini et le faisceau de droites 
parallèles à l'axe des x sont changés en eux-mêmes par les trans- 
formations (3) et (4). Done l'existence de la géométrie G est 
démontrée. La direction de l'axe des y n'est pas invariable pour 
la transformation (3). Dans un système d’axes oblique, où l'axe des x 
appartient au faisceau de droites-absolu et l’axe des y a une dire- 
ction arbitraire, (3) et (4) représentent des mouvements de la géo- 
métrie G, (5), (6), (7) sont les expressions de la distance de l'angle 
et de la surface. 

Il est facile de voir que le mouvement le plus général, lais- 
sant invariable la distance (9) et l’angle (6) est une combinaison des 
mouvements (3) et (4). En effet, comme la droite à l'infini doit chan 
ger en elle même, on n'a qu'à considérer des collinéations entières. 
La longueur doit rester invariable, donc 


(8) Y,—Y, =# — 0, 


Soit Y = ax + by + с la transformation de Гу. En substituant cette 
expression dans (8) on obtient a(z, — ze) + b(y, — 1⁄4) = Yı — Va: 
d'où a = 0, b = 1. Done, dans un mouvement, la transformation de 
Y est Y—y- c. 

Les droites X = Ay + B, X= A, y + D, forment l'angle 4 — A,. 
Appliquons le mouvement r =a X +-bY + c, y= Y+ d; les droites 
deviennent: 
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pa 
aX+bY+c=AV+... | Amo mr 
aX+bY+ c= АҮ... А, —b 

Een y. 


vu l'invariabilité de l'angle on doit avoir = 


d’où a = 1. Donc le mouvement le plus général de G est 


(9) X=ae+ky+a 

Y=y +B 
On l'obtient en exécutant la rotation (3) suivie de la translation (4). 
Chacune des paraboles appartenant au faisceau à l'axe parallèle au 
faisceau de droites absolues | 
(10) = T + (s — z) y +c (c arbitraire) 
est changée en elle-même par le mouvement (9). Ces paraboles jou- 
ent ici le rôle des cercles. 

Un faisceau de droites a ici la métrique identique à la mé- 
trique sur une droite: les distances et les angles peuvent être arbi- 
trairement grands, chaque droite contient un point inaccessible 
dans lequel un autre point dela droite ne peut être transporté par 
un mouvement; dans chaque faisceau existe une droite inacces- 
sible (dans notre système de coordonnées — une droite parallèle 
à l'axe des x). 

Si l'on prend un point accessible et une droite accessible ne 
le contenant pas, allors il existe sur cette droite un seul point ac- 
cessible tel qu'avec le point donné il ne détermine aucune droite 
accessible (dans notre systéme de coordonnées c'est le point oü la 
parallèle à l'axe des z passant par le point donné coupe la droite 
donnée). Deux points (droites) accessibles ne déterminant aucune 
droite (aueun point) accessible, sont dits parallèles. 

Comme les mouvements s'expriment par des formules linéaires, 
entières en z, y, on a pour les droites Гахіоте de parallèles. On 
a pareillement un axiome de parallèles pour les points. 

La rotation (3) laisse immobile tout point’ de l'axe des z, cha- 
que point d’une droite inaccessible est transporté en un point paral- 
lèle, et la. grandeur de cette translation est proportionnelle à la dis- 
tance de ce point de l'axe des z. 

Une rotation euclidienne autour de l'origine (0, 0) laisse inva- 
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riable le cercle au centre (0, 0). Après la transformation (2) on a à la 
2 
place du cercle lellipse Gty=" qui, & la limite, se divise en 


deux droites у= + r; ce couple de droites peut done être regardé 
comme ,cerele“ pour la rotation (3). Son centre est situé en un 
point arbitraire de l'axe des л. Ce „cercle“ est le lieu de points 
équidistants d'un point arbitraire de l'axe des z. C'est une dégéné- 
rescence du cerele général (10). 

Comment caractériser un couple de droites parallèles indépen- 
damment du système de coordonnées? S'il s'agit de droites inacces- 
sibles, il suffit de prendre la distance de deux points arbitraires 


У 


situés sur deux droites différentes. S'il s'agit de droites accessibles 
а, а", on prend deux points parallèles А, A’, situés l'un sur a, l'autre 
sur a’, on conduit par ces points deux droites, se coupant au point 
B sous un angle égal à l'unité. La longueur АВ = A'B ne change 
pas, si on transporte le couple de droites, done elle le caractérise. 

On caractérise d'une façon analogue les points parallèles. Vu 
la dégénération complète de l'absolu, la notion de perpendicularité 
n’existe ni pour les points ni pour les droites. 

En définissant la longueur d'une courbe comme limite d'une 
ligne brisée inserite, on voit que d’après (5) la longueur de la courbe 
sans points paralléles est égale à la longueur du segment de droite 
qui joint les points extrémes de la courbe (ceci rappelle la notion 
du temps newtonien). 

Un triangle peut étre impropre ou propre selon q'il a ou non 
deux sommets paralléles. Dans un triangle impropre (fig. 1), le cóté 
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joignant les sommets parallèles А, В а la longueur 0, les angles en 
А В sont infinis, les autres côtés sont égaux. 

Un triangle propre, ou triangle tout court, a un angle (p. ex. 
en A, fig. 2) infiniment grand. Nous appellerons angle du triangle 
langle fini qui est adjacent au précédent. Le côté le plus grand 
(respectivement l'angle le plus grand) d'un triangle est égal à la 
somme des deux autres. Cherchons à exprimer la surface du triangle 
indépendamment des coordonnées. Désignons ses angles par A, B, C, 
ses côtés par a, b, c. Soit A le plus grand des angles, Alors A = В+ C, 
a—b-|-c. Prenons la droite inaccessible passant par А comme l'axe 
des x, la parallèle par А au côté a comme l'axe des y. Soit D le 
point d'intersection de l'axe des = avec le côté a, t son abscisse. 
Pour la surface P de ABD, la formule (7) donne évidemment: 
Psp = да La formule (6) donne C=; ou £= Cb, done Pw. 


On obtient d’une façon analogue: pass ss done Рс = P, F 
+ Pay = EE OD Ś De 4= Ch = Be il silt 


A 
a сае NM 


dc rea ep 

On a done pour la surface du triangle les formules: 
Abc Ва Cab 

(12) Tam ED — д. 

La surface du triangle est égale à la moitié du produit de 
deux côtés par l'angle fini qu'ils contiennent. 

Dans les formules des géométries non dégénérées exprimant 
les rapports entre angles et cótés du triangle, les cótés et les angles 
sont des arguments de fonetions transcendantes. Dans une géométrie 
semi-dégénérée (comme p. ex. E) une catégorie des élements (les 
côtés dans E) sort pour ainsi dire de la fonction transcendante. 
Dans la géométrie G, complètement dégénérée, toutes les formules 
sont élémentaires: il n'y a que des opérations arithmétiques. On peut 
dire que, ainsi que E est la géométrie dans le voisinage d'un point 
de R, G est la géométrie dans le voisinage d'une droite de E ou 
géométrie dans une bande euclidienne infiniment mince. La trigono- 
métrie de E donne les formules de G, en remplaçant sin 2 et tgx 
par x et cos par l. P. ex. (11) est la dégénérescence du théoreme 
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des sinus, (12) donne la surface d’un triangle euclidien dont deux 
angles sont infiniment petits etc. 

Disons quelques mots sur les similitudes en G. La transfor- 
mation z'— ax, y' = ay ue change pas les angles, les côtés sont 
changés en segments proportionnels. La transformation 2’ = bz, 
y — y produit un effet contraire: les côtés ne changent pas, les 
angles sont changés en angles proportionnels. La similitude générale 


Fig J. 


change un triangle aux éléments 4,b,c, en un triangle aux éléments 
nA, mb, mc. Ces deux triangles ont pour les cótés le coefficient de 
proportionnalité m, pour les angles le coefficient n, 

П пу a dualité ni dans la forme du triangle ni dans la for- 
mule exprimant sa surface. Il faut compléter le triangle par une 
figure duale qui existe dans la géométrie B, duale par rapport à E. 

Ce ,triangle dual“ (fig. 3, dessiné à plein trait) a trois angles 
finis A, В, C, deux côtés finis et un côté infini. Convenons de prendre 
comme longueur de ce dernier la longueur du segment complémen- 
taire. La surface du triangle pouvant étre considérée comme mesure 
de l'ensemble des points à l'intérieur du triangle, la ,surface duale“ 


= peut être considérée comme mesure de l'ensemble des droites 


qui coupent deux côtés d'un triangle dual. La surface duale a la 
propriété additive. 


Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 3 
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Trois points (ou droites) définissent un triangle ordinaire et 
un triangle dual. Le rapport de la surface duale à la surface du 


triangle Xo = А est égal au paramètre de la parabole à l'axe inac- 


cessible (cercle de la géométrie G) qui passe par ees trois points. 
On a cinq espèces de courbes du second degré: l'ellipse et deux 
espéces d'hyperboles et de paraboles, un point à l'infini sur la courbe 
pouvant être ou non le centre du faisceau de droites inaccessibles. 
G satisfait à tous les postulats de Hilbert de la géométrie E, sauf 
le premier: deux points définissent une et une seule droite. La se- 
conde partie de ce postulat reste vraie (deux points définissent tout 
au plus une seule droite); au lieu de la première partie il faut in- 
troduire le postulat des parallèles pour les points. 


Remarques concernant la physique. 


Un mouvement de G de la forme x’ =x + ky, y =y est „la 
transformation de Galilée“ de la mécanique de Newton, si Pon in- 
terprete ж comme longueur, k comme vitesse, y comme temps. C'est 
pour cette raison que j'ai appelé cette géométrie, la géométrie de 
Galilée. D'une façon analogue on obtient un modèle de lunivers 
newtonien“ — au sens de Minkowski — à trois dimensions, en con- 
sidérant un espace dont l'absolu est formé par: un plan réel — en- 
semble de points, une droite de ce plan — ensemble de plans con- 
tenant cette droite, deux points imaginaires de cette droite — fais- 
ceaux de droites. Enfin le modéle de l'univers newtonien à quatre 
dimensions a pour absolu: un espace réel — ensemble de points, 
un plan réel de cet espace — ensemble d'espaces à trois dimensions, 
une conique imaginaire non dégénérée située sur le plan — ensemble 
de plans et de droites. En général l'absolu d'un espace riemannien 
à n — 1 dimensions appartient à l'absolu de l'espace euclidien à » 
dimensions et ce dernier est contenu dans l'absolu de l'univers new- 
tonien à л - 1 dimensions. „Le moment présent“ dans l'univers 
à quatre dimensions — l'espace existant à un, certain moment — 
est un espace réel à trois dimensions contenant le plan réel-absolu, 
On peut construire dans cet espace trois axes de coordonnées de 
l'espace. L'axe du temps est une droite qui n'a qu'un point de com- 
mun avec cet espace à trois dimensions. Ainsi là notion du ,méme 
moment du tenips pour deux points différents de l’espace“, critiquée 
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par les einsteiniens du point de vue de leur théorie de la connais- 
sance, trouve une expression adéquate dans une géométrie à laquelle 
conduit la géométrie G, done dans une géométrie qui, du point de 
vue de la logique, existe tout aussi bien qu’une autre. 


Remarques philosophiques. 


La classification rationnelle des géométries de Cayley fait voir 
que la géométrie E n'oecupe point de place „privilégiée“ parmi les 
autres géométries: elle est une des quatre géométries ,semi-dégéné- 
rées^ qui possédent un postulat de paralléles. Sont distinguées de 
manière essentielle: la géométrie G — la plus simple de toutes et 
la géométrie R — sans l'infini, pour laquelle tous les éléments réels 
d'une catégorie sont équivalents entre eux, par rapport au groupe 
des mouvements. 

Il parait que malgré cela, pour tout homme sans parti pris, 
ce ne sont point ces géométries-là, mais c'est la géométrie d'Eu- 
clide — qui joue un rôle tout particulier. On la ressent comme 
quelque chose de naturel, les autres paraissent „contradictoires en 
elles-mêmes“. Comment expliquer ce fait? 

Pour nous la géométrie d'Euclide n'est pas seulement un sy- 
stème de conséquences tirées de certains postulats, mais elle exprime 
ce qui correspond à nos représentations de la droite, du point, des 
segments égaux ete. Je ne pose pas la question de l'origine de ces 
représentations, je ne demande pas si elles sont innées ou acquises 
par l'expérience. Ce qui m'importe c'est de constater d'une manière 
certaine leur existence: 

I. Précisément la sensation du „contradictoire“ chez un homme 
qui rencontre pour la premiére fois un théoréme non-euclidien 
provient de ce qu'en entendant les paroles: droite, point etc. il les 
rapporte aux représentations euclidiennes et le théorème lui présente 
des rapports en contradiction avec ces représentations. 

IL Il est vrai qu'on dit que: ,du plan euclidien on passe au 
plan projectif en introduisant le groupe de toutes les collinéations, 
et qu'en y choisissant un sous-groupe différent du groupe des 
mouvements euclidiens, on obtient une nouvelle géométrie“, — mais 
notre imagination est incapable de suivre ce procès. Les mouve- 
ments non-euclidiens sont pour nous des déformations des longueurs 
et des angles, puisque toujours, d'une manière plus ou moins con- 

3* 
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sciente, nous nous imaginons ces mouvements sur un „fond eucli- 
dien“. Chaque ,réalisation imaginable“ des géométries non-euclidien- 
nes, comme celles de Beltrami, de Poincaré ete.. est une réalisation 
à l'aide de la géométrie euclidienne. 

III. Celui qui prétend pouvoir se représenter la géométrie non- 
euclidienne aussi bien que la géométrie euclidienne devrait essayer 
de s’imaginer que la somme des lomgueurs des côtés d'un triangle 
est une constante (géométrie B) ou que l'angle peut étre arbitraire- 
ment grand (géométries G, B, M)! Le fait, en apparenee étrange, 
que les géométries telles que A ou G, du point de vue formel plus 
simples que L-P ou R, sont restées inaperçues si longtemps, s'ex- 
plique par la remarque qu'elles sont plus éloignées de nos repré- 
sentations. 

Nous arrivons à la conelusion que le mot géométrie comporte 
au moins une double signifieation: 1) description de rapports еог- 
respondants à notre imagination, 2) systéme de conséquences tirées 
de postulats d'un certain caractère 1), Dans le premier sens du mot 
il existe une seule géométrie — la géométrie euclidienne; la place 
»Subalterne“ qu'elle occupe parmi les autres géométries formelles, 
fait voir que l'importance toute particulière qu'elle a pour nous est 
fondée sur des bases qui n'appartiennent pas au domaine des Mathé- 
matiques pures. 


1) Je ne touche pas ici au probléme des rapports entre la géométrie et la 
physique, c.-à-d. à la question de la structure qui convient an monde qu'explore 
le physicien, 


Complément à la note de M. H. Hildebrandt’). 


Par 


M. Paul Flamant. 


Aux remarques précédentes de М. Т. Н. Hildebrandt, on peut 
ajouter les suivantes qui ont pour but d'abaisser encore d'une unité 
le nombre des postulats concernant les champs de vecteurs abstraits ?). 

L'énoneé 5 peut ótre décomposé en deux affirmations: 

' 5: Ê étant un élément du champ o, il existe dans ce champ 
un élément o; tel que £ + o; = š; 

5”: cet élément o, est indépendant du vecteur £. 

L'énoncé 5' résulte des postulats 6, 10 et 11; ces derniers 
montrent qu'on peut prendre o; — 0.£; саг 


£-|-0.5=1.5-0.5=(1-+-0).5=1.$=$. 

En outre, le n° 15 fait connaître une propriété commune à tous 
les vecteurs о; ainsi introduits: |o,| = 0. 

ll suffit alors de modifier très légèrement la rédaction du n° 14 
pour que 5” en soit la conséquence. On l'énoncera: 

14 modifié: Il n'existe dans le champ o qu'un seul 
vecteur ayant une longueur nulle (on peut noter ce vec- 
teur o). 

En résumé, en supprimant de la liste des postulats les n° 4, 
5, 7 et 8 et en modifiant comme je l'indique le n° 14, on obtient 
un système d'axiomes d'où l'on peut déduire d'abord les п 5 et 14 
(ancienne forme), puis alors, avec M. Hildebrandt, les n°* 4, 7 et 8. 


1) Extrait d'une lettre adressée par le Professeur H. Hildebrandt (Université 
d'Ann Arbor) à M. Maurice Fréchet (Université de Strasbourg), p. 1 du présent volume. 

2) Maurice Fréchet. Sur une définition géométrique des espaces abstraits 
affines, Annales de la Société polonaise de Math., t IV, 1925, p. 3. 


Sur la possibilité de plonger ип espace rie- 
mannien donné dans un espace euclidien. 


Par 


M. Janet, (Prof. à l'Univ. de Caen). 


1. — Etant donné une forme quadratique de différentielles 
Z a, du, du, 


(ой les a sont des fonctions données quelconques des п variables 
indépendantes w, #,... w,) peut-on trouver des fonctions аууу ое 
de ces » variables telles que l'on ait identiquement 


Ха, du, du, = dx? + ду +... + 42°; 


autrement dit le système d'équations aux dérivées partielles 
| 2 
(A) S> > =a, (i, k=1,2...n) 
и, 


(où le signe 5 signifie comme d'habitude que l'on remplace suc- 
cessivement x par y,... ou г et que l'on fait la somme des termes 
obtenus) a-t-il quelque solution? 

Même dans le cas où le nombre des fonctions inconnues æ, 
У,... 2 n'est pas inférieur au nombre des équations, rien n'autorise 
a priori à affirmer que le système considéré est bien compatible. 
Une démonstration rigourense de ce fait est nécessaire. Nous nous 
proposons de tenter une telle démonstration dans le cas où le nom- 


bre des fonctions inconnues z, y, ..2, est égal au nombre ES 
des équations. ; 
Nous poserons, pour abréger, 
S A ES (i, k) 


ди, Ou, 
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et plus généralement 
dx д" х 
ди, Du, ди... ди, Qu, ди... 
Оза gtk КЕНЕ E yi kl...) 
Nous poserons aussi 


= HEI š: E t..). 


Ey = (i, k) — ay. 
2. — Cas élémentaire: » —2. Soit à étudier le système 
des 3 équations: 
(1) Ey, = (1,1) — a, —0 
(2) Ea = (1, 2) — ay, = 0 
(3) Ey, = (2,2) — ay, = 0. 


Ce systéme, dérivé une fois, donne un certain nombre d’équa- 
tions du 2° ordre, dont nous tirons les combinaisons') suivantes: 


(4) 2(Е,,), — (En) = 2(11, 2) — [2(а,»), — Lë kl = 0 
(5) (KH) = (1, 22) + (12, 2) — (а,,), 
(6) (Ez) = 2(2, 22) — .ووو(‎ 


Le système proposé, dérivé deux fois, donne un certain nom- 
bre d'équations du 3° ordre, dont nous tirons la combinaison sui- ` 
vante, qui n'est que du 2* ordre: 


(1) —(Ё, у) + baal — (Е) = 2[(11,22) — (12,12)] — 
— (—(а у)» + 2(013)12 — (422)11)- 


Choisissons arbitrairement trois fonctions x, y, 2 de u, satis- 
faisant à l'équation (1) où l'on fait и, = u} et résolvons le sy- 
stème (2), (3), (4), où l'on fait wu, = u$, Zs, y,, 2, étant les 
trois inconnues; supposons que pour la solution considérée le 
déterminant fonctionnel 


Па ж Zull 


soit différent de zéro. 
Le système (5), (6), (7) est un système normal du 2° ordre, 
résoluble par rapport à 23, Yes, Zu. Considérons la solution de ce 


1) Nous désignons pour abréger E par (E), = par (Z,,),, ... etc. 
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système telleque z, y, 2; z, Yı *, prennent pour и, = wj les va- 
leurs qüe nous venons d'indiquer. 
Je dis que le systéme de fonctions qui constituent cette solu- 
tion satisfait au système d'équations proposées (1), (2), (3). 
Puisque, quelsque soient u,, u, on a (Ел), = 0 (6) et que, d'autre 
part, pour t, = u3, E44 = 0 (3), on a quelsque soient w, u; 


Beef 


De même les équations (5) et (2): montrent que quels que 
solent u, м, on A 


Ey = 0. 
D'après ces resultats on a 
quels que soient u,, u,: (Ei). = 0 (7) 
et pour u, = +Š (Ej) = 0 (4) 
E, =0. (1) 
Il еп résulte que quels que soient Uy, We, ON A 
En = 0. 
3. — Passage du cas de n—1 variables au cas de 


n variables. 

Admettons qu’on sache démontrer la compatibilité d'un sy- 
stème telque (A) dans le cas de » — 1 variables et cherchons à la 
démontrer dans le cas de n variables. 

Le systéme considéré s'éerit: 


(1) Eev = (ik) — ayy = 0 ?,À =1,3....08—1 
(2) Er, == (0, n) ga, = 0 
(3) E, , == (n, n) — a, , = 0. 


Ce système, dérivé une fois, donne un certain nombre d'équa- 
tions du 2° ordre dont nous tirons les combinaisons suivantes : 


(4) (Е) (Е) — (E, i) mm 2G ^ n) — (а), (Qv) Je (ал) J==0 
(b) (Е), = (i'n, n) + (i, nn) — (a), = 0 
(6) (Es), = 9(n, nn) — (a,.), = 0. 


Le système (1) (2) (8) dérivé deux fois, donne un certain 
nombre d'équations du 3* ordre, dont nous tirons les combinaisons 
suivantes, qui ne sont que du 2° ordre: 
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am (Е, һм), + (Een + (Erain "Se (E, A k 
= 2[(i'k, nn) — (k'n, i'n)) TG [— (a). n + (as + 
+ (а), — (a,.)e x) = 0. 

Choisissons arbitrairement = 
(7,y,...2) satisfaisant au système (1) où Pon fait u, = ио. 

Résolvons le système (2), (3), (4), où Pon fait и, = v, 
dr ду дг n(n + 1). - 
m Bur Om étant les ——ə inconnues. Supposons que pour 


(1) 


fonctions de ш, u... tini; 


la solution considérée le déterminant fonctionnel 


soit différent de zéro. 

Le système (5), (6), (7) est un système normal du 2° ordre 
résoluble par rapport à z,,, y,,,... 2,,. Considérons la solution de 
ce système telle que z, y,... z; Zas y.,... 2, prennent pour u, = u? 
les valeurs que nous venons d'indiquer. | 

Je dis que le système de fonctions qui constituent cette solu- 
tion satisfait au système d'équations proposées (1) (2) (3). 

Puisque, quels que soient u,, #,,... u,, on a 


(6) (Enn) = 0 


Ar əx Ir 
"du,. Qu, ` Qu My ` 


et que d'autre part, pour u, = w°, 

(8) E,,=0 

on a quels que soient u, Ug... u, 
E.. = 0. 


De même les équations (5) et (2) montrent que l'on a quels 
que soient w%, tig... U: 


Eun = 0. ° 


D'après ces résultats on a 


quels soient 44, Us... u, (Ev). == 0 (7) 
et pour и, = a | (Eva), = 0 (4) 
(Ev) —0 (1) 
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Il en résulte que quels que soient w, tp... u,, on a 
E, 20. 


4. — Restrictions à la validité de la démonstra- 
tion générale. 


n(n-+1) 


Le système (1) où l'on fait и, = u? contient Er fonctions 


(n 


GE — 1 : А = DEN 
inconnues et ма équations; si Гоп y choisit d'abord arbitrai- 


rement п des inconnues (fonctions de w, z... U„_1) il est bien de 
la forme (A) que nous étudions. Mais nous avons admis, pour pas- 
ser au саз de л fonctions inconnues, non seulement que ce systóme 
est compatible, mais qu'il a quelque solution telle que le systè- 
me 2 d'équations algébriques (2) (3) (4) en z, x. " z qui en 
résulte soit résoluble dans les conditions classiques de la théorie 
des fonctions implicites, c'est à dire de manière que, pour une au 


moins des solutions de X, le déterminant A d'ordre =. dont 


une ligne est 


ox Ox 9r Pr dx 9%: dän 
Zu, dus `" ` än, ди? 9u,9u, | диуди„_, DU 1и, 


et dont les autres lignes s'en déduisent en changeant z en y,... 
en 2, nest pas identiquement nul. 

Il resterait done à traiter le cas où le système algébri- 
que obtenu en adjoignant à (1): 1° les équations. du 2° ordre que 
lon peut en tirer par dérivations relativement à Uy Ug... U, et 
2° les équations (2), (3), (4), entraînerait justement liden- 
tité en м, 14... u, 


4=s 0. 


On est amené là à une question d’algébre pure que nous 
n'avons pas élucidé pour п quelconque, et que nous traiterons ici 
pour n — 2. 

5. — Utilisons dans ce cas les nouvelles notations: u pour u, 
v pour wą. Le cas exceptionnel est celui où le systéme algébrique 


en Zu Yu 2u, Le, Yury Z Ty L^ г, 
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Sal—a, 

S z, za = (a) 

DRE == as 

Ste Ty = (а, з), Kaz (a), 
Sa = Gos 


entraîne l'identité en u, » 


x, Ty Tys 
Yu Yy yo =0 
Zu Ze Za 


Un calcul assez simple permet de prouver que la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est qu'il existe une 
fonction f(u, v) telle que 


GI ER E mm 


ди dudn 718 д» 


Mais alors la compatibilité du système (А) еп x, y, z est évi- 
dente. Ou peut même dire que sa solution est ,plus indéterminée“ 
que dans le cas général; elle dépend ici d’une fonction arbitraire 
de deux variables (et non plus seulement de deux fonctions d’une 
variable): l'une des trois fonctions z, y, z peut être prise arbitrai- 
rement. 

6. — En résumé nous avons montré comment, sachant traiter 
le problème proposé pour » — 1 variables dans le cas le plus 
général, on peut passer au même problème pour n variables 
dans le cas le plus général également. 

Nous avons montré comment. s'introduisent les cas excep- 
tionnels. Il resterait à traiter tous ces cas exceptionnels comme 
nous avons traité, à titre d'indication, celui que l’on rencontre 
pour п = 2. 


Cracovie, juin 1926. 
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П en résulte que quels que soient A. Wa... M, ON A 
Evy = 0. 


4. — Restrictions à la validité de la démonstra- 
tion générale. 


n(n--1) 


Le système (1) où l'on fait u, = u? contient "A. fonetions 


2 équations; si l'on у choisit d'abord arbitrai- 
rement » des inconnues (fonctions de t, wą... w, ,) il est bien de 
la forme (А) que nous étudions. Mais nous avons admis, pour pas- 
ser au cas de n fonctions inconnues, non seulement que ce système 
est compatible, mais qu'il a quelque solution telle que le systè- 
me 2 d'équations algébriques (2) (3) (4) en z, st, P x qui en 
résulte soit résoluble dans les conditions classiques de la théorie 
des fonetions implieites, c'est à dire de maniére que, pour une au 


inconnues et 


moins des solutions de 2, le déterminant A d'ordre — dont 


une ligne est 


дж Ox dr dir Ix 9: 9» 
ди, диз ` ën, диў диди, nou , Ou, 1и, 


et dont les autres lignes s'en déduisent en changeant z en y,... 
en z, nest pas identiquement nul. 

Il resterait done à traiter le cas où le système algébri- 
que obtenu en adjoignant à (1): 1° les équations. du 2° ordre que 
lon peut en tirer par dérivations relativement à w, Ug... u,., et 
2° les équations (2). (3), (4), entraînerait justement l'iden- 
tité en t 1... и, 


A =s 0. 


On est amené là à une question d’algébre pure que nous 
n'avons pas élucidé pour п quelconque, et que nous traiterons ici 
pour n = 2. 

5. — Utilisons dans ce cas les nouvelles notations: # pour u, 
v pour wą. Le cas exceptionnel est celui où le système algébrique 


en Ly Yu Zuz Жы, Yury Za, Ly, Yyy Zy 
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Sai=a,, 

SX, za = ACADA 

Bact =s 

S z, z, = (043), — (211), 
S a = а» 


entraîne l'identité en u, v 


x, z, La 
Yu У, Ул ج‎ 0 
Zu Ze 2 


Un calcul assez simple permet de prouver que la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est qu'il existe une 
fonetion f(w, v) telle que 

af? af of af \? 
(5.) = Gu 24d» 1 (5) = 038: 

Mais alors la compatibilité du système (A) еп x, y, z est évi- 
dente. Ou peut même dire que sa solution est ,plus indéterminée“ 
que dans le cas général; elle dépend ici d’une fonction arbitraire 
de deux variables (et non plus seulement de deux fonctions d'une 
variable): l'une des trois fonctions x, y, z peut être prise arbitrai- 
rement. 

6. — En résumé nous avons montré comment, sachant traiter 
le problème proposé pour # — 1 variables dans le cas le plus 
général, on peut passer au même problème pour т variables 
dans le cas le plus général également. 

Nous avons montré comment. s'introduisent les cas excep- 
tionnels. Il resterait à traiter tous ces cas exceptionnels comme 
nous avons traité, à titre d'indication, celui que l'on rencontre 
pour n = 2. 


Cracovie, juin 1926. 


Applications des paramètres locaux. 


Par 
М. Hlavaty (Prague). 


Dans ce Mémoire j'ai eu pour but d'étudier les applications 
des „paramètres locaux“ ($ 1) de la connexion riemannienne |. 
On y trouve tout d’abord le développement pour les symboles de 
Christoffel au voisinage d'un point régulier de V, ($ 2). Le 8 sui- 
vant contient les intégrales de quelques équations différentielles, 
Dans le 8 4 on étudie l'influence de la conuexion riemannienne et 
de la connexion euclidienne sur les invariants différentiels d'une 
courbe. Le travail finit par le développement pour les coordonnées 
d'une surface baignée dans V,. 

П faut remarquer expressément que les résultats obtenus ne 
sont que l'illustration du théorème de „róduction* de MM. Ricci 
et Levi-Civita, publié dans le travail, devenu classique „Méthodes 
du calcul différentiel absolu et leurs applications‘ (Math. Ann. Bd. 
54, p. 162). 

Quant'à la symbolique nous nous tenons à celle du livre de 
M. Schouten „Der Ricci-Kalkül“ (Springer, 1924) dont nous sup- 
posons la connaissance parfaite. Pour désigner la valeur numérique 
d’une fonction quelconque F au point examiné, nous nous servons 


0 
au besoin d'une des notations suivantes F, F, (F). 
0 


* * * 


$ I. Paramètres locaux. 


1) Construction, Désignons par z"!) les п paramètres 
d'une variété л fois étendue à connexion riemannienne V,, par 


1) Les indices grecs prennent toutes les valeurs entières depuis 1 jusqu'à n. 
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Sr dx 
les symboles de Christoffel. Transformons les |. x” d’après 


Jau Son tenseur métrique et par Гу = g“ Kéi le 4 2 Ge — Gay ze | 


(1. ==“  мә| (+0 


et supposons les fonctions ‘x(x) continues et dérivables. Cette trans- 
formation a pour conséquence la transformation des composantes 
du tenseur métrique 


ad ` Sieger? lei") 


tandis que les symboles de Christoffel et leurs dérivées successives 
se transforment d’aprés 


2, Qa = OF QT ze + OX, 
Pe od y Ozo EET. Q0% 155,92 + 91,6 
Ге оё а + Tod a; |- E WA zos "Г, Өх = 
=» = 2095.08 Ty + 02,01, P, + 0%, OO Г) 
+ 203506 T'i 0%, + 020502 Don, + 
+ 0:007 Q1 T, s + 0 


or: 


Développons les n fonctions 'x*(x) dans le voisinage infini- 
ment petit d'un point P(z =) de V, 
(2,1) = DE pi Q... о> tym 


Pour déterminer cette transformation, nous choisissons les co- 
efficients Q%.. d'une façon convenable. Soit tout d'abord au 
point P 

0 
(2,2) Qz = Ау (45 = l'affineur-unité, delta de Kronecker). 
Or, parce qu'on peut toujours supposer g,, de la forme 


euclidienne e,, en Р on aura d'après (1,2) à ce point 


0 
(3, 1) ‘Jan ad ёди" 


46 


0 
Quant à Q%,, nous pouvons supposer qu'il soit 


0 0 
(2,3) Qi, = — T, 
parce que Q2, aussi que Гу, sont symetriques en Am. Il s'ensuit 
d’après (1,з) 


(3,2) ‘Tr, — 0. 

Le coefficient KÉN peut être déterminé de telle manière qu'il soit 
(2,9 фз, = BP hey Г Галы») 

Il s'ensuit d’après (1,3) 

(3,8) Pr = 0. 


On reconnaît déjà la méthode à employer pour déterminer les 


0 
Qu, On procède toujours de telle manière que l'on ait 


0 
(3,4 Tanie 2) = ©. 


En substituant les valeurs de Qn dans (2,1) on obtient 


1 
Ier — 3i JS, ei en 


1 Р 
(2 5) + 8! GI, d'A P: ish ‘oth ao 
; DH 


1 a 
+ 4! (— Гаа AT FEES Th +T iot Prt 
—2Г, TE Iu — Af, Г Гб д zi zen ze '25 +... 
tandis que la transformation inverse devient 


NV — geff S 1 d A : POET 
e OË 5 Halil — g^) (z^ — z") + 
(1,4) 


HE Pino + Tt, Ti (a — 2) (wt 20) o — 25)... 


2) Si Ka, än est une expression quelconque, Xç¿,...2p) désigne la somme 


de p! permutations différentes, divisée par Si 
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Ce sont des cas particuliers des formules (1,1), (2,1). On ne 
leur a consacré une démonstration spéciale que pour faire aperce- 
voir la méthode de construction des paramètres que nous désignons 
` comme „paramètres locaux“. Ces paramètres doivent satisfaire 
à (1,4) resp. (2,5). — On supprime, par une convention d'écriture, 
l'accent et on écrit simplement x” et Ф(х) pour les paramètres lo- 
eaux et leurs fonctions au lieu de ‘x” et "Och, 

2) Conséquences. Soit 


„ээй. Les a a 
Kia” rr DL. € PL Ре Au + Tt, Ao 


laffüneur de Riemann-Christoffel et 


т 


SPSK) 
Kay = 9" Kis 


le tenseur, dont les directions prineipales sont еп méme temps les 
directions principales de V,. L'emploi des paramètres locaux nous 
permet de déduire les formules, valables au point P 


0 0 0 
Dya a= Кш, Thee = — (Ve Ki puo 


0 
(8 jaj =» = — BUR GK Epu ou + VeVe Кудо, 
947776 0 0 0 
Jura = 0, Juras = + #К eng, 9 дру = — AG (Va Куел) 
0 


2856 7 (— E AG Vs Va K puea — 18 Kaj? 48 Kao) 


(y, = le symbole de la dérivée covariante de IA 
П sera fait, dans la suite, un usage fréquent de ces formules. 


2) Symboles de Christoffel. 


Si l'on effectue la variation infiniment petite des paramètres z, 
les I", subissent à leurs tours une variation donnée par 


0 1 0 
(4,1), Ti, = Г}, ip р! fon A AE 


Multiplions cette équations par z”, ce qui nous donne 


0 1 ° 
(4,2) Diy ze = Dist Гл ans. 


3) Voir Hlavaty ,,Les paramétres locaux dans une variété de Riemann“ 
Rendiconti della r. Accademia dei Lincei, Vol. IV, série 6, fasc. 3—4, р. 99—103. 


48 


En substituant aux coefficients de cette série les valeurs tirées 
de (3,4), on obtient 


v 1 о H 
Dy == — ki 


3 
— 531 ($ Kage” K; + Va Va Ку) zf z? 25 +... 


1 а 
a’ 2° 2? — q(Va Ку") 2* x8 z” + 
(4,3) 
Cette formule est importante surtout au point de vue de l'analyse 
affinorielle. — Si V, est à courbure constante К, on a 

K — = K (9.29 uv E Jov Su2) 

et Póquation (4,3) se-réduit à 
(4, «) Tj, =—4K(4 KS*+ 1) (SA — a" ate, s) +... 
avec 52 = 22 rkę,,. — La formule (4,s) fait clairement voir la diffé- 
rence qui existe entre les symboles de Chritoffel pour la connexion 


riemannienne et ceux pour la connexion euclidienne de la variété 
examinée. 


3) Vecteurs, densités. 


1) Supposons une courbe z"(s) (s — l'arc) dans V, et désignons 


par 0" == 0° resp. v" son vecteur-unité tangent, resp. son e-ième 
1 e+! 
vecteur-unité normal et par k sa e-ième courbure. Imaginons de 


plus un champ vectoriel а” qui ne dépend que de s. Nous nous 
proposons de démontrer le théoréme suivant: Si l'équation 


r ‘ x l , 
(5,1) 8a* = a" + I's, a? v“, (0=v Par Z ()=()') 


admet une intégrale holomorphe dans le domaine du 
point P(s=0), cette intégrale est de la forme 


dec dla Өл»), + » [8'a* + v^ va? К |, + 


5 
+5, [8*a* + оо vt at OK, + К, ооох Bat + 
— ka* wv? Ki iil +... 

1 2 , 


(5,3) 
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D’après le théorème d'existence bien connu l'intégrale cherchée 


est en général 
LA s Lé 
а =< #2 zit (OR 
Pour démontrer notre théorème, il suffit de trouver les valeurs de 
av). En supposant Goar donné, les opérations par lesquelles on cal- 
0 


cule ces coefficients se réduisent à l'itération de l'opération @. En 
tenant compte de (5,1) on trouve d'après (3,3) 


(Oah =a, ("a") = (a + Pr, La vv) 
H 
(930°), = ler + o“ v (T',, ag a^ v^ + З3Г%„„ Ba?) + 
+ a? ps v? ACE + ЛӘ» „д аа 
Mais on a d’après (3,4) et (3,3) 


0 
aż e Lu GI, + PL» = aż z v“ qx SEX T = ato Kopi”. 


POW 
Par suite de ces équations, les coefficients а”) sont done 
0 
а” = (8a*),, а" == (Өза” + EV" v? v^ aM), 
0 
а" = (Oa +4 0° vat ӨК" + Ку; vov? Ber —av ork K „у, 
0 


Le théorème est ainsi démontré. La formule (5,2) simplifie, si Гоп 
suppose en P les deux directions a” et v" coincidentes: 


(5,3) a” = a" + (Өг Jo + gj (80) + gj (Ota” +K. eni v? v^ Ba"), +-.. 


Si le déplacement du vecteur a" est „parallèle“ (Өа” zd 
l'intégrale (5,2) devient 


8 
аа + s (Kopi vay Hg (vet at BK, + 
— 2 ka* wv! Ki") + 
1 


(5,4) 


et si, de plus, z*(s) est une géodésique 


2 8 
(5,9) а =a" + (Kapi va") + gig; (ra^ OKiji" +... 


On a done en ces cas 
Roczni« Polskiego Tow. matematycznego. 4 
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L'application de la méme méthode nous mène А l'intégrale de 
l'équation 


(6, 1) e ==9” 
qui est de la forme?) 
8% 8% st 
ma " + 3; (8v), + gi (8) + 19% + kKiii”h + 
(6,2) 89 = 
tg" + 2hOK ii ЗиК + Кш” Өт) +-..., 


où Pon a écrit pour les composantes orthogonales d'un affineur 
| PFA 


зар = 044,0? Vi ay. 


Ki a, 
1 Р 


2) Le théorème du $ précédent n'est qu'un cas partieulier du 
théorème plus général que nous traiterons dans ce $. Considérons 
un système d'équations aux dérivées partielles de la forme suivante 


9 
(59) Vy aya = Sen 14-46 — Po Т a Get tepit, (= Le De 


ой les quantités A sont fonctions holomorphes dans le do- 
maine du point P(x— 0). Le théorème général peut s'énoncer ainsi: 


Si les affineurs 


F Api V u Bä An? F Av Apo FF Vol; AveAp 7 i pe Ki e Q, EA, 
y (u= 1,.. p) 


H M e 
Ёз Age == ViVo лн -p CCS an V Aut + 


Sc Lë 03,2, An Aug indy VE KŻ ro 
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sont holomorphes dans le domaine du point P(z—0) 
il existe un seul système 


0 
diu — Cut, Late, аз) + 
: 
3,9 2° (v V, a. ES D»: edu KR Ay) Rei 2,) 


(7,2) 
+ 3! a ao zŠ LEE wf Ae -2 Koa VE WÄRT Kack 


ET Vi Koiu o wt 


e» 


satisfaisant à (7,1) et holomorphe dans le domaine du 
point P. 

Il est aisé de voir que pour démontrer ce théorème, il suffit — 
en vertu du théoréme d'existence — de vérifier que les affineurs 
F prennent à P les valeurs telles que 


0 


j _ (944.2, ° 924,45, 
i дх“ |; ^n apap (ees) A „Al os) = 


( даз, а, | 
= (amaze ~" 


C'est ce que l'on obtient moyennant litération du symbole y, ap- 
pliquée à (71). Nous n'insisterons pas sur le développement du 
calcul la méthode étant analogue à celle du $ précédent. 


Un cas intéressant se présente si l'on caleule l'intégrale de 
l'équation 


(8,1) Voi, = 0 (Lemma de + Ricci) 


qui est 


H 
Jan s — A af Kaga — gi? & x8 zy (Va Кз 


(8,3) 
+Š jara (— 6 Va Vs FAN > Кё Куго 
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Les deux premiers membres à droite sont dus à Riemann (pour 
V, à courbure constante), 
Р 
4. Nous disons que la fonction b est une densité scalaire du 
poids p (£ 0) si pour tout systéme de valeurs x et ‘x satisfaisant 


Р Р 
aux relations (1,1) les valeurs de ^p et b satisfont à l'équation de 
la forme 


(1,9) 5 =|4]5 (4 ES [+ о). 


J'ai exposé dans un autre Mémoire‘) l'algorithme de l'analyse 
des densités. On y trouve les formules, dont le cas spéeial est 


p 2 


Р Р 
(9,2) VU deeg a ber pl, v. 


On peut démontrer que ce systéme d'équations aux dérivées 
partielles admet l'intégrale 


Р Р 


P 1 P 
p= (0), + 2*(Yad)o + a a (va Yad — а Kg) + 
1 ^ Р E Р р Р 
Tg xx? (Va Vey, D — p ag Vy — 50 Va Ky) 
9, 1 : D 
(9,2) Taj gare [ya qe, V b — 2p Куо + 


— 2p (Pad) (Ya Кы) + 
ER 2 5 
H3 papal + 5 Ka! Kyis + T Keg Kyle +... 


holomorphe dans le domaine point P(z=0), si les dérivées succes- 
д AMEN e, 
Ban D San age Pr 
La démonstration de ce théorème applique le caleul, qui n'est au 
fond que celui que l'on a fait pour démontrer lés théorémes pré- 


cédents. 


sives sont réguliéres dans le domaine de ce point. 


————— 


*) „Théorie des densités dans le déplacement général*, paraitra dans „An- 
nali di Matematica*, 
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Le déterminant g du tenseur métrique est une densité sca- 


laire du poids p = — 2. Parce que l'on a 
gy" Vo iu =0 

il s'ensuit 

(10,1) Vog = 0. 


L'intégrale de cette équation est un cas particulier de (9,2). 
En tenant compte de ce que les paramétres locaux nous permettent 


0° 
de poser g == 1, on obtient 


1 ы 1 
д==1 + gaz Kap y tator (ya Ky) + 


(10,2) 
tu s entrar (à Ka Ks it Ku E; A d- $V4y a Eo 


Si la connexion V, est einsteinienne (K,; = 0) l'intégrale 
(9,2) resp. (10,2) se réduit à 


p p » 1 » 1 Р 
v = (0), $ x* (Vado + A + 117 mm (Va Ve V,)o 


9.3) 
(9,8) е L garter ya py, Pad + ү, s POK K. + 
resp. 

(10,3) g =1 — hara (Kap Kh + - 


8 4) Courbe dans У, et R.. 


1. Considérons deux connexions dans notre variété » -fois 
étendue: La connexion riemannienne V, et la connexion eucli- 
dienne R,. Si une courbe z"(p) se trouve dans notre variété, il est 
évident qu'on puisse l'étudier en méme temps dans V, et dans H. 
Nous nous proposons d'étudier dans ce $ les relations qui existent 
entre les courbures resp. vecteurs normaux de.la courbe examinée 
dans V,. ou dans R,. Autrement dit, nous étudierons l'influence 
des connexions V,, R, sur les invariants différentiels de z"(p). 


Nous désignerons par s, v” = v", v", k l'arc de la courbe x”(p) dans 
1 E e 


V,, som vecteur- unité tangent, son e-iéme vecteur - unité normal et 
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sa e-ième courbure Les expressions analogues pour la méme courbe 
dans R, seront t, w” =w”, w”, l. Les formules de Frenet sont 5) 
1 e 


ES 
(11,1) Hie e qu (e 1... 1; bebe 0) 
On peut s'en servir pour trouver les vec'eurs o qui interviennent 
dans m 
(11,2) Oo = k... ku" + ш”; (р= 1,...п— 1) 


1 ppl (р) 


v” est situé dans le p-vecteur osculateur de la courbe. On trouve 
(Р) 
au point P(s—0) en paramètres locaux 
2" =; z” (Ov); a" — (Bt); a" — (O + KE), 

1 1 

(11,3)3) a"""—(8*v* 4 2k OK; ii” — 3k? Ki; y + Kia i 8139); 
1 1 
d „ор. 


Les relations analogues sont pour la courbe dans R,. — Soit 
P' le point infiniment voisin de P sur x*(p) et désignons par S 
la distance géodésique PP’ dans V, et par T la distance géodési- 
que PP’ dans R,. On trouve sans difficulté 3) 


st 85 8% 
8 سے‎ PE اا ر‎ Ea zs DN SE 2(L2 Earl ^ 
— 9k k^ —8k* Kiss +... 
11 1 

(C = еи 4-12) — Sh — 9 
5!\ dt GK 6! (1 (1 T )— 5 +, 

di) s 

(ar =0) 

Si nous considérons notre variété n-fois étendue attachée 
à un système quelconque de repérage, les symboles de Chri- 
stoffel pour R, ne sont pas nuls en général. Nous restreignons 


maintenant la généralité du problème en ne considérant qu'une 
telle connexion V,, que les paramétres locaux au point P pour V, 


Tr— — Ёр) — 
a 


——— 


5) Struik ,Grundzüge der mehrdimensionalen Differenzialgeometrie*... (1922, 
Springer, p. 76). 
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sont en même temps les paramètres locaux à ce point pour R,. 
On satisfait à cette supposition en admettant à cause de (1,4) qu'il 
soit en P 


0 
Ai, = и re, At, mm „A= ën, Il 


шо)?" 


où, pour le moment, A7, et L2, sont les symboles de Christoffel 
pour R, et V, exprimés comme fonctions des paramètres du sys- 
tème de repérage arbitraire mentionné б), 

Cela étant, on peut trouver en toute riguer à cause de (8,2) 
pour PP’ très petite 


(12.2) SJK 


ou bien 


4 
афо — E bn; gi PUE et) BIE — QU — 3k Kanale. 


di? 


(13,3) REC gi? (а), EE EE -... 


Cette équation valable dans le voisinage infiniment petit du 
point P(t—s—0) de la courbe sera notre point de départ. En la 
dérivant deux fois d’après s on obtient 


2 d 222. 
Or, si l'on mesure les ares dans la méme direction, on trouve 
(13,2) Tm l. 
Cela nous permet de poser en P 
z” = (nt = (a) 
et d'aprés (11,3) 


0 
=W: 


Qe 
ч 


(11,4) 


6) Ces équations sont équivalentes aux conditions 


° 
М” =0, (po Ni )o 0 


pour N ie = Aj, — Г; и. Dans ce cas l'affineur de Riemann-Christoffel devient 


Koja” = (Vo Na" — Vp №4”): 
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La troisième dérivation de (13,1) d'après nous donne en P 
(13,3) GPP a thee N 
On a done en P 
т" = (EAL YY), = (Р 
et en conséquence, d’après (11,1) et (11,4) 
(11,5) (ëch = (tv), = (z”) = (п). 
On а donc pour k +0, FO 


0 0 0 0 0 0 
(11,6) : k=l v=w, v=w. 
1 1 2 2 


La quatrième dérivation de( 13,1) nous donne en Р 
(13,4) (8t t" — 2) = — 2k, ou bien Р" = 
Cette équation nous permet de poser 
(E), = 2 = (Br), 
ou bien, d’après (11,1) et (11,5) 
AR LUE е ini 
Mais parce que l'on a vw, on obtient à l'aide de la mul- 
tiplication par „=, 
(19) (4) = (Î. 
Il s'ensuit done pour k =+ 0, i + 0 


9 о о 0 
(11,9) k=l w = ш”, 
=" 8 


En résumé, les premiéres deux courbures, la pre- 
miére dérivée de la première courbure d'après Parc, 
le vecteur tangent et les premiers deux vecteurs- 
unités normaux de la courbe considérée comme cour- 
be de V, ou de R, sont identiques en P. 

2. La cinquième dérivation de (13,1) nous donne 


. 0 
(18,5) (t t" — rl — kk. 
11 11 
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Cette équation se réduit à cause des relations déjà connues à 
0 
gee = 0 
en P. On obtient done 
Geck == Les, 


Mais en tenant compte de (11,:—s) on trouve à l'aide de 
cette relation 


(11,10) (Өз + Ki aj) m (EE ber w + Ki E). = (2) = 
1 1234 (3) 
= (111w u) = (2). 


128 4 
La multiplication par v, resp. w, nous conduit à 
4 4 
(kkk--kK, 4,4) H l leosa), resp. (kkk cosa + w, К") — (11 Do, 
128 1 128 128 4 1 123 
(11,11) (a = J и” v"). 
4 4 


En éliminant (kk), —(//)y de ces équations, on obtient 
14 12 


(14,1) 


0 0 0 0 
La multiplication de (11,10) par о” = w” resp. 0” = и” nous 
3 3 2 2 


mène aux formules 
(11,13) (0), = (“+ Finis Pos (1) = Œ + Kiss) 
qui nous permettent de transerire (11, 10) 


0 
(113) К; "(Aš — v, v" — tat" — шэ”), = [k(u” 1 — v К)],. 
š 8 3 11 2 4 8 43 


22 


ll est bien connu que Taffineur-unitć peut être décomposé 
en deux affineurs orthogonaux. En désignant par Ё; sa compo- 
sante orthogonale au trivecteur osculateur, on déduit de (11, 1з) 


(K,; E +» = Ber Elle 


Or, cette équation nous apprend que les troisièmes courbures aussi 
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que les troisièmes vecteurs-unités normaux de la courbe examinée 
comme courbe de V, ou de R, ne sont pas identiques en général, 
parce que le vecteur K;;;%“ Er n'est pas nul en général. Exception 
fait le cas où 

a) V, est à courbure constante. Dans ce cas les composantes 


orthogonales de Kopar à trois indices inégaux sont nulles. Il s'en- 
0 0 0 0 
suit Ki; " E» — 0 et tw k=l pour k, k. 14- 0. 
4 4 8 з 3 3 8 
b) п est impair et l'axe de rotation a" du bivecteur oscu- 


lateur lui est perpendieulaire, tandis que les vecteurs а”, kv" — 7 w” 
34 84 


ne sont pas perpendiculaires. Car, dans ce cas on a’) 
0 = К,а, = — K,,,,a" et К; "a, — 0, 
d'où il suit 


0 
0 = a,(kv"* — lu” k 
akw iech ` (+O 
ou bien, d’après la supposition faite sur la position des vecteurs 


a’, w k — wl: 
+ 3 4 3 
0 


"ume. o 0 0 
k=l, 0° = ш” pour k,14- 0. 
3 8 4 4 38 

En résumé, les troisièmes courbures et les troisiè- 
mes vecteurs-unités normaux de la courbe examinée 
dans V, ou R, ne sont pas identiques en général au 
point Р, 

3, Supposons maintenant que V, est A courbure constante et 
poursuivons nos recherches. On a dans ce cas 


Кыл = K (9, Iuv ik Gua Jo») 
et 


= (Ds (E = (e; (E = Qu, 
(^. = (ih, (Ho = es еш” (01,4) 
(^y KEN 


7) Bompiani: „La géométrie des espaces courbes et le tenseur d'énergie“ 
(Comptes rendus de l'Académie des Sciences, Paris, t. 174, p. 787). 


La sixième dérivation de (13,1) d’après s nous donne 
a2r e” + 2|79(/? 4-1) — 822 — 971], = 
1,1 ? 1 11 
2[k2(k* + k?) — 8k' —9kk" —3k3K],. 
: o4 1 1 11 1 
En tenant compte des relations déjà connues on en déduit 
0 
(13, e) p" = (k? K),. 
л 
Cette équation nous permet de poser еп Р 


d'où il suit d’après (11,1—3) 
(11,1) (6** — 8PK;i;* + Kia" 8109), =(x "+ wrk? K). 
1 1 
En multipliant cette équation par v, resp. w, on obtient 
5 5 
(kkkk), = (1111 cosg), resp. (kkk совр), — (Ls p=% (0 w”) 
1284 1284 1284 1284 5 5 


d’où il suit pour k, + 0 
4 4 


0 0.3.8 0 
(11, 15) k=l, aw. 
KE A 5 


La multiplication par v, = w, nous donne 
4 4 
(8k kk--2kk'k + kkk’), — (3111+ 2111411), 
1 28 128 128 128 123 123 
ou bien 


(11, 16) (y = (de. 


0 0 
En multipliant (11,1) par 0, =v, on obtient 
5 
(— kkk 43k" k4 3k b+ kk" — kks ЕЕК) = 
128 1" 1 2 12 1 12 


21 2 
=(—111#-1-8511--8їЇ4-11—1% — ED), 
128 13 12 12 21 Ze? 
ou bien 


(11, 17) (i) = G7 — Lët 
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0 0 
et enfin la multiplication par 0, = w, nous donne 


(BF IR —3kkk — вие +K" 4 FH K) = 


E + 1 
(— 3 bp—31r—6nr-p rm, 
122 11 1 
ou bien 


(11,18) (D = W” + FHF K). 


0 0 
(La multiplication Per; o, =w, no nous donne que Pidentité). 


Si V. est à Rabie д constante К, les premières 
quatre courbures et les premiers quatre vecteurs 
normaux de la courbe examinée dans V, ou dans R, 
sont identiques en Р. On a aussi 


Do = (y. Dp = Ko 
(x= БЕК, (Do = (07 – HER) 
(Dy = W” +4 K)o. 


Si Гоп voulait continuer dans ces recherches, on devrait développer 
plus loin les séries pour S? resp. Т. 


8 5. V, dans V,. 


Considérons une surface z"(y, 44) à connexion riemannienne 
V, dans V,. Nous nous proposons de développer ses coordonnées 
dans le domaine d'un point régulier P. Nous introduirons pour cet 
effet les affineurs 


Hy,’ = Н," = В Die, By, Hopa” = Нш, ¿i= Bo B B Va Hg”, 
où В; désigne laffineur- unité de V, et nous ferons usage des 
formules 

P"y«g" = p" paq” + p^q" Hip” 
(15,1) r^p. p? pag" — CC Va p yg q” + Hip” (rep*puqż + g"r Vap + 
+ p^r*y, q^) + рід Н” 
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(p”, r”, q” sont les champs vectoriels arbitraires de V, 7 est le 
symbole de la dérivée covariante de V,). Les vecteurs 


„— əx” 8) 
e ду. 
sont tangents à V,. Оп a pour eux 
EK 
өг mr” Чет рее 07 (Ө = e yı). 


Si B=eżp,, nous pouvons introduire la notation comme suit 


a = ER = 8” — Be, er =P = Ө 0e — Ө Өе” 


ab ba a b ba abe bac e ba «ab 
e= e Өе = Be’, е” = е” = Ө Өе” = Ө Өе”. 
ab ba ab ba abc bae € ba e ab 


Cela étant, il vient en raison de (15,1) 


WE eo Hy 
(15, 2) ab ab 
e =2 +38” H; pe ene Bu 


abe abe (ab < 
Les paramétres locaux nous permettent de poser & P(y — 0) 
0" 0 PLE 
теа oon Кы ne trn). 
d’où il suit d’après (15,2) et (3,4) 


9” ^ 
(5.25). = pe et H; » 


(15, 3) Lasel = (z + Зах e^ Hm + ee © Boi) 
98 
Gran). re аа м EM " 1 d e Hus T4 EU7hS) 
a 
PLELI 
9 inia) = 


=|#+ Hi; ” (etar eran) + er Hona” ARC 


#) Les indices latins prennent les valeurs 1, 2. 
9) On a aussi 
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En substituant ces valeurs dans 


1 dx? 
ua — 70H X un 


on obtient le développement cherché 


0 1 4 

v=o t+ 2 © Ya бү à (2° + er Н» Ya Ys 

1 / uem 
(16,2) tg PACE SA tee. oih Jo Va Ma Va 

1 DICH vÐ zÀ 24 "a W gł AY, L Ste 
Tg 2 BLA + By 28 en + Het) е” oem Hii + 
asb 

++ Ко) Ya Ya Ys + -- 


Si V, est géodésique en Р, cette série se réduit à 


V LLL zł y 1 LT 
póz +2: „+ Zn + 
1 3 
(16,9 + PP PH). 
1 p Di 
+g! 2 BeH ete (Haa HE Ко) YoY Yo + 
"m 


et si, de plus, V, est à courbure constante 


"= ++ D Gran + 


+3 Żart 5 D nne Knee 


(10,4) 


Prague, octobre 1926. 


Sur les fonctions hyperharmoniques. 
Par 
Ladislas Nikliborc (Lwéw) 


Introduction. 


Il serait inutile d'insister ici sur la portée de l'influence de la 
théorie des fonctions harmoniques sur le développement de la thé- 
orie des fonetions d'une variable eomplexe. On sait en effet que 
l'étude d'une fonction d'une variable complexe est au fond équiva- 
lente à l'étude d'un systeme de deux fonctions harmoniques conju- 
guées de deux variables réelles. 

Le eas des fonctions de deux variables complexes différe pro- 
fondément de celui des fonctions d'une seule variable complexe et 
voici comment M. Picard s'exprime à ce sujet!) 

„Оп voit de suite la différence profonde qui. doit séparer la 
théorie des fonctions de deux variables complexes de celle d'une 
variable. Dans celle-ci, la partie réelle P doit satisfaire à l'unique 
l'équation de Laplace; dans celle-là, au contraire, nous trouvons 
quatre équations pour cette seule partie réelle P. Il ne semble 
guère possible d'étudier ce système de quatre équations comme on 
a étudié l'équation de Laplace; aussi devrons-nous ici considérer 
la fonction P + iQ) dans son ensemble, sans étudier séparément 
Pet Q*. 

Il n'est pas done étonnant que, daus les travaux consacrés 
à la théorie des fonctions de deux variables complexes, on se soit 
servi jusqu'à présent presque exclusivement des grandeurs comple- 
xes en renongant à la séparation des parties réelle et imaginaire; 
à notre connaissance, i| n'existe qu'un seul mémoire oü la sépa- 
ration des parties réelle et imaginaire d'une fonction de deux va- 


1) Traité d'Analyse. T. IL. p. 257 (deuxième édit.). 
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riables complexes ait été employée avec succès et c'est le célèbre 
mémoire de Poincaré: ,Sur les fonctions de deux variables“ 1), 

L'objet du présent mémoire consiste еп l'étude des fonctions 
de quatre variables réelles жу, y,, Zs, ys, susceptibles de représenter 
la partie réelle ou la partie imaginaire d'une fonction analytique de 
deux variables complexes x, iy, el z, + iy, Ces fonctions se 
confondent avec celles qui vérifient le système suivant de quatre 
équations aux dérivées partielles: 


Ет: Oy ` 
(1) A Ja L 


On appelle le plus souvent?) les fonctions satisfaisant aux 
équations (1) „fonetions biharmoniques*, mais, comme en Physique 
mathématique, on donne le même nom aux intégrales de l'équation 


AAu = 0 


(dite „Póquation biharmonique“), équation qu'on rencontre dans la 
théorie des plaques élastiques, nous donnerons aux fonctions qui 
vont nous occuper, c’est-à dire à celles qui vérifient le système (1), 
le nom de „fonctions hy per-harmoniques*. 

Les principaux résultats du présent travail sont les suivants: 

Dans le chapitre I, nous démontrons qu'on peut définir les 
fonetions hyperharmoniques, régulieres dans un domaine déterminé, 
par la condition de satisfaire à un systéme de, trois seulement 
équations dont la forme en coordonnées hyperspheroidales est par- 
ticulièrement simple. 

Dans le Chapitre IIm° nous étudions certains développements 
en série. Ces développements permettent de démontrer quelques 


1) Acta Mathematica. T. II. 1888. p. 99 et T. XXII 1898, p. 112. 

?) L. c. Aussi M. Osgood appelle les fonctions, qui nous occupent ,fonc- 
tions biharmoniques* dans son livre „Lehrbuch der Funktionentheorie Bd, II. 
1te Lieferung“. 
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théorèmes intéressants sur les classes des fonctions satisfaisant 
à certains systèmes d'équations 

Le Chapitre III" est consacré à l'étude de l'intégrale de 
Poisson pour les fonctions hyperharmoniques et à l'étude du pro- 
blème de Dirichtet pour ces fonctions. On peut ici poser le pro- 
bléme de Dirichtet de deux manières différentes, en définissant 
les conditions aux limites soit sur une multiplicité à deux, soit sur 
une multiplicité à trois dimensions. Mais il se trouve, que dans 
aucun сав on пе peut se donner les conditions limites d’une façon 
tout à fait arbitraire. En réalité ces conditions doivent s'exprimer 
par des fonctions appartenant à une classe spéciale de fonctions, 
classe qui est définie pour chaque domaine déterminé par une infi- 
nité de relations auxquelles les fonctions de cette classe doivent 
satisfaire. La solution du problème de Dirichtet est traité ici dans 
un cas particulièrement simple et nous réservons l'étude des cas 
plus généraux pour un mémoire ultérieur. 

Ajoutons que quelques-uns des résultats exposés dans ce 
mémoire ont fait l'objet de deux notes insérées dans les ,Comptes 
rendus* 1). 

En terminant cette introduction, je tiens à exprimer mes plus 
vifs remerciments à M. le Professeur S. Zaremba pour les 
observations qu'il а eu la bonté de me faire aprés avoir pris con- 
naissance de mon travail et dont j'ai tiré grand parti pour la ré- 
daction définitive de ce mémoire. 


CHAPITRE I. 
Les équations A,u = 0. 


§ 1. Définitions et notations. Soit (T) un domaine, situé 
dans l'espace à quatre dimensions des variables z,, уу, 23, Уз. En 
posant 


„= 2, + iv, (x = 1,2) 


envisageons une fonction f(2,, 2) holomorphe dans (Т). 
La partie réelle #(2,,7,2:, Y2) et de même la partie imagi- 


1) „Sur les fonctions hyperharmoniques*. T. 180, p. 1005. 1925, et T. 182 
p. 110. 1926. 


Rocznik Polskiego Tow matematycznego. 5 
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naire v(z,, Yı, 2%, Уз) de la fonction /(2,,2,) ne sont pas indépendan- 
tes et on sait qu’elles sont liées par les quatre équations 


PES 
Om, Әу, 
(1) Such w. (= 1,2) 
dy, Za, 


bien connues sous le nom d’,équations de Cauchy-Riemann*1). 
Il suit de là que la fonction wie, #1, Te Y2), [et de méme la 
fonetion v] doit satisfaire à quatre vine 


EN 
inire Sa y x 
Iu , дш _ 
авч 
(2) NEC Vu 
т Ap, är, | дуду, — < 
Ou EN? 
4u =——— = 0, 


que nous appellerons „équations de Laplace“. 
En dehors des "ry (2), nous aurons à eonsidérer l'équation 
d'u 


(3) m zat oat CT 


que nous appellerons ,équation complète de Laplace“. 

Voici les définitions des trois classes des fonctions que 
nous allons étudier dans ce mémoire: 

„Si la fonction win, f, Ts, у) est définie et continue 
avec ses dérivées partielles du premier ordre à l'in- 
térieur du domaine (T). si de plus les dérivées par. 
tielles du deuxième ordre dans се domaine existent, 
nous disons que cette fonetion est 

1° harmonique dans (7) si 


Au = 0 


20 doublement harmonique dans (T) si 


1) Picard, Traité d'Analyse. Tome IL Deuxième éd. p. 255. 
3) Picard. L. c. 
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Au = 0 
Au = 0, 


3° hyperharmonique dans (7) si elle satisfait au 
système (2) des équations“. 

On voit immédiatement que toute fonction doublement har- 
monique dans un domaine est aussi harmonique est de même, 
que toute fonction hyperharmonique dans un domaine est aussi dou- 
blement harmonique et alors ,a fortiori* harmonique dans ce 
domaine. 

En vertu des ces remarques, des définitions adoptées et d’un 
théorème de M. Wilkosz!), on peut affirmer que les fonctions 
qui appartiennent à l'une quelconque des classes précédentes, jouis- 
sent de la propriété d'avoir des dérivées partielles du deuxième 
ordre continues. Il suit de là que les fonctions qui nous occu- 
pent, possèdent des dérivées partielles continues de tous les ordres. 


§ 2. Les équations Au = f,. 
Envisageons le système d'équations 


Au = fn, Ya: Ta, Уз) (x= 1, 2, 3, 4) 


où les fonctions sont continues avec leurs dérivées partielles à l'in- 
térieur du domaine (Т). 
Existe-t-il du moins une fonction и, qui satisfasse au système (8)? 
Evidemment non et il est très facile d'établir des conditions né- 
cessaires pour qu'une telle fonction existe. Laissons cette question 
de côté et en supposant que l'on ait identiquement 


(4) f, = 6 (x = 1, 2,3, 4) 
où les c, représentent des constantes, envisageons les équations 
(5) Lam 6: (x = 1, 2, 3, 4) 


Il est trés facile de voir que les conditions de compatibilité 
des équations (5) sont remplies. 


8 3. Les équations 4,u — c,. 
Nous allons établir dans ce paragraphe quelques théorèmes 
intéressants sur le système (5). Notons que les démonstrations directes, 


1) C. R, T. 174. (1922 1). p. 435. 
5* 
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exposées дарв ce $ sont dues à mon Collègue M. Н. Auerbach; 
celles que j'avais données d'abord ayant été basées sur les théorè- 
mes du III" Chapitre!) de ce mémoire. 

Théorème: ,Si la fonction w satisfait aux équations 


Дүн = су, Ayu == сз, Дун = сз, 
il existe une constante c, telle qu'on ait 
Jg et 


Dém. En effet, toute fonction u(x. у, Te y,) vérifie identi- 
quement les relations 


Se Au = E Au 3%, Agu 
x Au а Ayu — y; aen 
= Au= = Agu — x Au 
x Au = = An — x Asu, 


dont notre théorème est une conséquence immédiate. 
Corollaire: „А toute fonction Më, Y1, Te, Y2) satis- 
faisant au systéme 


(6) Au = Au = Agu = 0 


correspond une.infinité de systèmes de deux con- 
stantes a et 8 telles que la fonction 


(1) v = u + «хуу, + gy, 


soit hyperharmonique*. 
Dóm. D’après un théorème déjà demontré, les équations (6) 
entraînent la suivante 


Ze 
Il s’ensuit done que si les constantes a et Û satisfont à l'équation 


EE EH 


1) У, la première de mes notes citées plus haut. 
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la fonction v, définie par (7), sera une fonction hyperharmo- 
nique. 

Remarquons que les équations (6) n’entrainent pas l'équation 
An = 0, comme le prouve l'exemple u = 2210: — 0123. 

D'une manière analogue on peut démontrer le théorème 
suivant: 

„Les équations 

Au = с, An = сз, Au = Cas 
entraînent l'équation 
due" 
Une conséquence immédiate de ce théorème est le suivant: 
„Pour toute fonction u qui satisfait au système 


A= Au = Ди =0, 


il existe un couple de nombres réels a, 8, tel que 
la fonction 


vœu ane, + Buss 


soit une fonction byperharmonique*. 


& 4. Les équations p,u = 0. 
Envisageons maintenant les deux équations 


(8) pe = (4,2, ugs) Ayu + (ës — yis) Au — 0 
Vau = (210 — 9123) Asu — (ах, Бу) Ам = 0 
que nous appellerons ,équations de Laplace transformées*. 
Il est évident que toute l'intégrale des équations Au = O et 
Дүш == О est aussi l'intégrale des équations pau =0 et y,u—0. La 
réciproque reste vraie, саг on peut considérer les équations (8) 
comme les équations linéaires en An et Дүн, dont le déterminant 
est égal à l'expression 


(zî + yî) (23 + 1⁄2) 


Il suit de là que pour qu'une fonction u(x, yi T2. Va) soit 
dans (T) hyperbarmonique, il faut et il suffit qu'elle satisfasse au 
système 


Ам = 0, Au = 0, pu = 0, peu = 0. 
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Mais l'importance des équations (9), qui peuvent servir de 
définition aux fonctions hyperharmoniques, est beaucoup plus grande. 
Elle consiste en ce que dans le cas des fonctions régulières, le 
système (9) peut être réduit à un système de trois équations 
seulement. 

C'est la première proposition fondamentale du 
notre travail; elle peut être énoncée comme il suit: 

„Si le point z, = y, = z, — y, = 0 est situé à l'inté- 
rieur du domaine (T) et si Ја fonction u(x, Yı 2 1) 
étant continue avec ses dérivées partielles des deux 
premiers ordres?!) satisfait à l'un des systèmes d'é- 
quations 


Au = Au = pu 0 


Au = 4,u = pau = 0, 
elle est nécessairement hyperbarmonique*. 


La démonstration est trés simple. Supposons, par exemple, que 


les équations Дүн = A,u = piu = O soient satisfaites et partons des 
identités suivantes: 


9 H 9 
dz; Pak = у» Au —, Au (tY — 20) dz, Дуи — (жул, +4143) 32, Au 


(9) à; раш y, Ayu — zy Aqu + (жүл, — Ууу) à. Au + 
+ (Ys — Уул) e A4,u=0. 
Elles nous donneront 
d. 8 8 
Ae, Vau == — (ж, 2s Fän 1⁄4) ду, Au + (zia — Ya) дл, A, u. 
D'un facon analogue on trouvera 


D omn cc E D 
dy, V = Se VP nci 


1) La supposition de la continuité des dérivées du 2™° ordre n'est pas né- 
cessaire, comme on le voit en s'appuyant sur le théoréme cité de M. Wilkosz. 
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Done dans tout le domaine (T) рзи = const. et comme 


on a identiquement 


On démontre d'une façon analogue la deuxième partie du 
théorème. 

Remarque: L'hypothèse que le point (x, = у, ==ху==у,=0) 
est à l’intérieur du domaine de régularité de la fonction w, est 
essentielle, comme nous le démontrerons plus tard. 


§ 5. Les fonctions doublement harmoniques, Nous savons 
déjà qu'une fonction doublement harmonique n’est pas en général 
fonction hyperharmonique. Cependant on peut trouver deux fonc- 
tions hyperharmoniques étroitement liées à la fonction w. 


En effet, d’après les formules (9), on а 


1 
7 NE N 
y, Vs же z, ч 
codi 
dz, V: тели?” 
de и +3 u 
ду, їз > Ад Vi 
Il suit de là que 
Apu) = 0 (j= 1, 2, 3, 4) 
(x = 1, 2) 


On a donc le 
théoréme ,La fonction 


(a, EN SE Vau + ipu, 


od 2, = у, Fiz, est analytique régulière“. 


\ 
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§ 6. Coordonnées hypersphéroïdales. Introduisons mainte- 
nant de nouvelles coordonnées 7, Pi, ra, фу, ©. à d. les quantités 
liées à 4,, Y1, Xs, y. par les relations 


©, + iy, = r, ë? (223,2 
Nous appellerons ces nouvelles coordonnées: ,coordonnés 
hypersphéroïdales“. 
Par un calcul direct on trouve facilement des expressions 


pour 4,u en coordonnées r,,9,,r,, P, On a 


Ou „1 Ou ek 0% 
paint UC Ory "d Ok memi 


(10) Agu = pu . cos (p, — P1) + pau sin (p, —@,) 
An = Yu . sin (Ps —9;) — рн. cos (p, — Pr), 
ой l'on a posé 


Res дш + Ф. 3u 
Lac? dréit т, 89,99, 
(11) 1 y 1 0% 


Wi = Opa "a Pra, 
Les expressions en Coordonnées ry, Ф, тъ, Ф, pour piu, Patt 
s'obtiennent facilement et l'on a 
(12) fui riu 
Pau = ри. 
D'après les résultats du $ 5"*, le système 
(13) Au = Ant = pau = pau = 0 


est complètement équivalent au système (2) et il peut de même 
être réduit à un des systómes 


An = 0, 4,и = 0, piu = 0 


BR An = 0, Au = 0, pau = 0, 


sous la condition que la fonction w soit régulière à l'origine. 
§ 7. Les équations pau = 0 et Pau = 0. Nous terminerons 


ce chapitre en démontrant la proposition suivante: 
„Si la fonction u(x, y, z,9,) est continue avec ses 
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dérivées partielles des trois premiers ordres à l'inté- 
rieur du domaine (T) comprenant l'origine et si 

pu = 0 

Peu = 0, 
alors on peut déterminer deux fonctions 


Л (а 1), Se (zs Ya) 


telles que la fonction 


U (15 Vis Xo, Vs) — J (2 3A) — Fe (zs Ye) 
soit hyperharmonique dans (T)*. 
Dém. En effet") cherchons s’il est possible de trouver une 
fonction (15) satisfaisant aux équations 


Au = Au = piu = pzu = 0. 


Or on voit d’après l'hypothése qu'on a certainement 


ДО ~Ji А) = 0 
AC —f, — ñ)= 0, 
les fonctions f(x; y,) et /,(2,, ys) étant absolument quelconques et 
assujetties seulement à avoir des dérivées partielles des deux pre- 
-miers ordres. 
Il nous reste alors à montrer qu'on peut satisfaire aux équations 
A,(u — fi) = 0 
Ain — f.) = 0. 
A cet effet observons que les expressions Дүш et A,u sont des 
fonctions bien définies et continues dans (T) et qu'elles possèdent 
des dérivées partielles du premier ordre continues. Calculons les 


dérivées Le A,u et E A,u. On trouve immédiatement qu'on a 


Ox, дуз 
д д д 
eT ie — ra 
д 9 9 
A Ано. 


3) Je dois cette démonstration à M, Zaremba; ma démonstration primitive 
était basée sur les développements employés dans le II"* Chapitre; voir pour 
cela la deuxième de mes notes citée plus haut. 
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L'expression Au est done une fonction qui dépend seulement 
des variables (x,,7,) et on prouve d’une manière analogue que Au 
dépend seulement des variables (x,, Ya). 


Posons 
AU == guru, Ya) (x= 1,2) 
et envisageons des équations 


WACH Yx) =< CAC y.) (x TE 1, 2). 


On peut évidemment intégrer ces équations!) et on voit que 
des fonctions /, (21, уу) et /, (2, Y2) déterminées par ce procédé nous 
fournissent la solution du problème. i 

Remarque. On peut encore se demander si les fonctions 
il у) et (шту у) sont entièrement déterminées. Evidem- 
ment non, ear en désignant par H,(x,,y,) et H,(z,, Ya) des fonctions 
harmoniques quelconques, on voit que l'expression 


u — (fi + Hy) — (5 + Th) 


est aussi une fonction hyperbarmonique. 
Mais on peut aussi démontrer Ja réciproque. 
Si nous avions 


u — bp yi) — Jalta Yo) = v 
u — Pts yi) — uro уз) = v, 
où v et w désigneraient des fonctions hyperharmoniques, nous aurions 


(ф — Л) + (9x — Ja) = 0 — w, 


donc 
An — w) = 4,(ф, — f) = 0 
An — w) = 4,(ф — fs) = 0. c. q. f. d. 


1) Voir p e. Goursat, Cours d'Analyse. T. Ш. 2me éd, p. 227 et suiv. 
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CHAPITRE II. 


Développements en séries. 


$ 1. Développément d'une fonction harmonique, 
Envisageons la fonction f(r, Ф) harmonique dans la cou- 
ronne circulaire définie par des inégalités 


N < wa I 


On démontre, dans la théorie du potentiel logarithmique, 
d une telle fonction peut être mise sous la forme d’une série 


(1) f(r, p)=clog r+ Ai a *-a_,r™ eos x9-tb,r* 4-0. ., r7" )sinxp)}, 


х=1 


où les a,, b,, c représentent des constantes. La série (1) converge 
uniformément dans tout domaine fermé situé entiérement à l'inté- 
rieur de la couronne cireulaire considérée. 

Réciproquement, la série (1) supposée uniformément сопуег- 
gente, représente une fonction harmonique à l'intérieur du domaine 
de convergence. 

Nous allons montrer iei que la fonction f(r, p) peut être mise 
aussi sous la forme suivante: 


Toc 
f(r, p) = clogr +2 (a, cos xp + b, sin x @) r”. 
Soient r, et rę deux nombres positifs 
I < vy < n, < R. 
Il existe évidemment un nombre positif M tel qu'on a 


| A,(g)ri 55 А-_„(ф)ту* | < M | (z == 1.2;,....) 
| A.(g)r; + A ,(g)rz* | < M T Am, 


ой l'ou a posé 
А„(ф) = a, cos xp + b,sinxg (x = + 1, + 2....). 


On obtient donc immédiatement des inégalités 
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M 
|4.(9)|Lz=4 
Man (x= 1, 2,....) 
| 4-,(9) | > —— 
Lë — +$ 
d'où on tire les relations: 
M M 
(2) SI <g> ая (x=1, 2,..) 
en eg | cm 
| |<, 18, |< Tu 
2 


Il suit de ce qui précède que la série 


Żal +18), 

x=l 
(dont la convergence pour +< r, peut être prouvée directement en 
vertu des relations (2)) est une majorante pour la série 


+0 
3 49)" 


Е 


On peut démontrer de la même façon la convergence de la série 


x Aë" 


pour les r > 7,. О. q. f. d. 


$ 2. Développement d'une fonction doublement harmo- 
nique. Considérons maintenant Ihypersphórotde (T), c. à d. 
l'ensemble des points (ry, Pi; re, Pa) ой 


r = R, 
Ya = R,. 


Les nombres R, et R, porteront le nom de ,rayons du 
hypersphéroïde“. 

Envisageons maintenant deux hypersphéroïdes (TY) et (7%) 
et soient (RY, R$), respectivement (RP, R$”), leurs rayons. L'ensem- 
ble des points communs aux (7) et (Т) forme un domaine que 
nous appellerons „couronne hypersphérotdale* (CA 
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Soit maintenant wir, P1, rs, Ф) une fonction, supposée étre 
doublement harmonique à l'intérieur du (Cp). En se basant sur les 
considérations du numéro précédent, on démontre facilement la 
formule 


: = а) 
(3) и (ry, Фу, To, Pa) m = [аб cos mg, . cos n pa + 


m=0 п) 
+ a cosmo, sinng, + a} sinm p, cosng, + at) sin mp, sinn gy], 
ой Pon a 
аш = w + Blog rs + у log r, + dH log r, .logr, 
“=0 G=2,3,4) 
ad, = (at, + 82,log rs]? + [y + 0%, log Tą] A 
pour i— 1, 5 et m > 0 
a, = 0 pour ¿= 2, 4 et m > 0 


= aż, = [a + BP. log т) + Ë + 682 log r, ]r3" 
рош ¿i= 1,2 et n>0 
аў) = pour 4 =3,4 et n>0 


ay, = agr at BS. Tr E wd + ed Cu 
pour ¿= 1,2,3,4 et m > 0, n > 0. 


Les lettres a. 83.,..... représentent des constantes. En effet, 
pour la démonstration, il suffit de considérer (7,, p,) comme les con- 
stantes et de développer la fouction u(r, Dy, rs, ф,) en une série de 
la forme (1) Les a,,b,,c seront naturellement des fonctions des 
variables ry, q, et il est facile de voir que ces fonctions seront 
harmoniques en 7,,9,. En développant à nouveau les a,,b,,c de 
la méme maniére, on parvient à la formule (3), avec les expres- 
sions (4) pour les af. 

Ajoutons que la série (3) converge dans (C,), la convergence 
étant uniforme dans tout domaine fermé, situé entiérement à l'in- 
térieur du (Cz). 

Réciproquement, si la série (3), avec les expressions (4) 
pour les a$,, converge uniformément à l'intérieur du (C,), elle 
représente une fonction doublement harmonique à l'intérieur du (C,). 

On peut aussi, en s'appuyant sur la remarque faite à la fin 
du numéro précédent, démontrer que 

„toute fonction u(r, Pi, re; Pa) doublement harmo- 
nique à l'intérieur d'une eouronne hypersphérotdale, 
peut étre développée en une série 
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+оо 
Uu (r3, Pas T'as Фа) = Ag: logr: Joër +> Aal, 91) rT logrs + 


(5) at +оо ke 
+ > Abin (P15 Ps) 13 logri + 3 42.9 ф,).тү?» 
n= —00 m=—+n=—oco 


où les 4,,(9,. 9.) Вехргїтепї simplement par les fonc- 
tions cosmg,. cosn@,, sin mq, sin n gs. 


§ 3. Singularités des fonetions doublement harmoniques. 


On sait qu'une fonetion harmonique peut avoir des singula- 
rités isolées et cette propriété est de la plus grande importance 
pour la théorie du potentiel. 

Il en est tout autrement des fonctions doublement harmoniques 
et „a fortiori“ des fonctions hyperharmoniques et c'est de là que 
dérive peut-étre la différence la plus essentielle entre la théorie des 
fonetions d'une variable complexe et celle des fonetions de plu- 
sieurs variables complexes. 

En effet, je dis que les singularités des fonetions 
doublement harmoniques ne sont jamais isolées. 

Pour la démonstration revenons aux considérations du $ 2"* 
du texte. 

Supposons que la fonction и(д. Y1, Ts, Уз) soit doublement 
harmonique dans le voisinage du point (0,0,0,0), en ne supposant 
rien au sujet des circonstances qui se présentent au point (0,0, 0,0) 
lui-même. En introduisant des coordonnées hypersphéroidales, nous 
supposons done que la fonction u(ry, Pr Fs, P2) est doublement har- 
monique pour tous les points (ry, Pi, rs, Pa) Ой r, et r, sont suffi- 
samment petits et >; + r3 > 0. 

On voit done, en employant les notations du $ 2"* que les 
coefficients af, sont des fonctions régulières de +, et r, pour tout 
couple des valeurs (r;,r,) positives et suffisamment petites, à l'ex- 
ception du couple r, = r, = 0. 

Distinguons plusieurs cas: 

І. m > 0, n> 0. On a dans ce cas: 


a, = leg + BO. rz") rt + ar Harar” 


Prenons un couple (ғ, 0, r = 0). La fonction af, est pour 
ce couple régulière, ce qui est possible seulement si 
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Poara F Oo. rg" = 0, 
et alors si 
yo = 0 
a9, = 0, 
L'expression pour a, doit done se réduire à l'expression 
suivante 


ad, = a, re ri + AQ rire 

Prenons maintenant un point (r, = 0. r, +0). La fonction 
aS, est, d’après ce qu'on a vu plus haut, régulière dans ce point 
et alors on doit avoir aussi 8%, = 0. 

Nous voyons done que, dans le cas considéré, on doit avoir 


аф. = а), riro (i — 1, 2,3, 4,m>0 
n> 0), 
II. On démontre, par une voie analogue, qu’on a 

al, = adr pour i= 1,8 et m>0 
aj, = af). 3 pour i= 1,2 et n>0 

a= tho pour i— 1. 
` Le développement (5) devient done simplifié et on obtient la 

formule 


М 
u(r, Qı, To; Pa) > PO Per" 73, 
mæ) n=0 
qui converge pour r, = r, = 0. 
Nous voyons done qu'on peut attribuer à notre fonction w 
pour r, = r, == 0 une valeur telle que la fonction w sera régulière 
au point (r, = r, = 0) lui méme. С. q. f. d. 


§ 4. Fonctions doublement harmoniques et l'équation 
pau = 0. Supposons maintenant que la fonction vir, Qy, Fs, P2) sa- 
tisfasse à l'intérieur du (C,) au système des équations 


(6) Au = Ди = ри = 0. 


Le développement (3) avee les formules (4) pour les coeff- 
cients a, est naturellement valable, mais on peut se demander ві la 
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condition p,u =Q ne mous permettrait pas de simplifier des formules. 
Or on peut „а priori“ affirmer que la réponse doit être affirmative, 
parce qu'il existe des fonctions doublement harmoniques qui ne 
satisfont pas à l'équation p,u = 0. 


Cherchons done l'expression générale pour les fonctions satis- 
faisant au système (6) et, comme point de départ, prenons les 
formules (3) et (4). 


En posant 


Um» = aQ) созт P, cosn Pr -+ af, cos mp, sinn Po + 
+ a®, sinm p, cos n gs + a), sin mg, sin n Pa, 


on voit que 


зч ZY Yos. 


m=0 n=0 


et la somme double étant une série de Fourier, la condition p,u = 0 
est équivalente au système des conditions 


Vitus = 0, (m,n = 0, L ..... ). 


Nous avons à distinguer quatre cas. 
Cas L: h — 0; n > 0. 
Ona 


pau = 00) [a 09, созт, cosng, + 
+ Ola, af] cosm p, .sinng, + 
+ DO [a$,, a] sin m Pi £ COSN Pa + 
+ OY, [a®,, a, | sinmg, .sinng,, 
ой on a posé: 
MA | mn 
Irr, Tire 
д%А тп 


nor nn 


Фо), [4, В| = 
02. [A, B] = 


On doit done avoir 


0 a, ош] = 0 (i,j = 1,4 ij) 


A 02, a). a] = 0 (i,j =2,3, 141). 
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En substituant les expressions (4) pour les oi, et %, dans 
(T) on voit, que des constantes a(),,... doivent être assujeties aux 
conditions 
a. + a, = 0 
; а), — 89, = 0 
(9 à, — 78, = 0 
- 68, + 08, =0 
cf, — a8, 0 
©, + 68, = 
E 2. +, = 0 
oo, RE a. = 0, 
ce qui entraîne, que la formule pour um„ peut être mise dans ce 
cas sous la forme suivante: 


и. = laf rtr + AY. ri" rE") cos (mo, + nga) + 
(9) + [ K ri "a" + у), te ril eos (m Ф. e? n93) == 
+ [a$, rr r3 + OD. ri” ra "] sin (mp, + n9,) + 
+ (89, r*rz" + 62,77 rz] sin (mp, —ng,). (mn = 1, 2.....). 


Cas II: m > 0, я = 0. On a 


1 
sath USA 


w Pamo cos m i 
Vitim, FF Ər on, Pi + Een sin mg,. 


Done les a, doivent pour і = 1,3 et m > 0 remplir l'équation 


aa, e 
eege? 
dr ër, 
ce qui entraîne, qu'on a 
аб» = Amo rr + Man" (i= 1,3) 


et alors 

(10) wm = [mort + умыт "] eos mg, + [amorr + умт "| sin mp. 
Cas III. m = 0, n > 0. On trouve, que 

(11) w = ab) r+ МО] cos пф, + [ars + Yrs *] sin n ps. 
Cas IV. m = 0, n= 0, On trouve facilement, qne 


(12) too = a + BQ log r, + yQlog rs. 
Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 6 
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Réciproquement supposons, que la série 


m=0 n=0 


est uniformément convergente dans la couronne hypersphéroïdale, 
et que les и, sont définis par les formules (9)—(12). D’après 8 2" 
la fonction и est doublement harmonique, elle possède alors des 
derivées partielles de tous les ordres, done on peut écrire la relation 


u = Y Syme 


m=) n=0 


et comme Yılan = 0 (ce qu'on vérifie immédiatement), on a aussi 
piu = 0. 


§ 5. Les fonctions doublement harmoniques et l’équation 
pau = 0. Passons maintenant au cas, ou la fonction w, supposée 
doublement harmonique dans la couronne (C,), satisfait encore 
à l'équation Gen = 0. Par des considérations tout à fait semblables 
à celles du paragraphe précédent, ou trouve, que le développement 
de la fonction u est donné par la formule 


(13) u ZEW 


m=0 n=) 


où les expressions pour les w,,, sont dans le cas т? +n? > 0 pré- 
cisement les mêmes, lesquelles nous avons trouvées plus haut. [For- 
mules (9)—(11)]; c'est seulement le terme woo. qui peut avoir dans 
ce cas la-forme plus genérale: 


(14) o = af} + Blog, + Yeslog ry + 061067, . log ry. 


Réciproquement, si nous supposons, que la série (13) 
converge uniformément dans (C,), et que les w,,, sont donnés par 
par les formules (9)—(11) et (14), la fonction w satisfait au système 


(15) Au = Au = pau = 0. 


Nous allos tirer de là une conséquence importante: 
Soit u(r, Ф, rs, Pa) une fonction uniforme, qui dans la cou- 
ronne (C,) remplit les équations (6). En prenant la fonction u sous 
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la forme (13) on obtient pour les w,, des formules (9)— (12). La 
fonction u est alors l'intégrale de l'équation 


үз“ = 0. 


On a done le théorème, qui est une généralisation 
d'une partie du théorème démontré dans le 8 4"* du I Chapitre: 

Toute fonction uniforme u(r, Pi, 72 Ps), satisfai- 
sant dans (C,) au système des équations (6) est néces- 
sairement hyperharmonique dans cette couronne“. 

Mais on peut aller plus loin. Soit -u(7,, P1, 7з, Pa) une fonction 
uniforme, satisfaisant dans (C,) au système (15). Prenons encore 
la fonction w sous la forme (13), les м„„ étant définis par des for- 
mules (9)—(11) et (14). Nous voyons, que c'est le terme top seule- 
ment, qui ne satisfait pas en général à l'équation y,u = 0, pendant 
que les autres termes sont des fonctions hyperharmoniques. 

On a done le théorème, qui est une généralisation de la 
deuxième partie du théorème, démontré dans le $ 4"* du 1° Chapitre: 

„Pour toute fonction u(r,, gr 7s; Pa), uniforme dans 
(Ca), satisfaisant au système (15) on peut trouver une 
-constante c telle, que la fonction 


u — clogr, logra 


sera hyperharmonique dans (0,). 
Pour que la fonction w soit d'elle méme hyper- 
harmonique il faut et il suffit que 


ez0*. 


CHAPITRE III. 
Intégrale de Poisson et Probléme de Dirichlet. 


8 1. Théoréme sur maximum et minimum. Avant d'abor- 
der le sujet propre du chapitre, nous allons donner un théoréme, 
qui nous sera utile dans ce qui va suivre. 

Soit u une fonction doublement harmonique dans un domaine 
(T). Cette fonetion étant harmonique jouit alors de la propriété, 
d'avoir des points, ой elle devient extremum, toujours sur la fron- 
tière du (7). Or dans le cas d'une certaine classe des domaines, 

6* 
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on peut pour les fonctions doublement harmoniques donner des 
renseignements plus précis sur les points d’extremum. 

Les domaines en question sont des domaines ,cylindriques,!), 
dont on a déjà fait l'usage dlan la théorie de deux variables 
complexes. 

La définition des ces domaines est suivante: 

Soit (Dj) un domaine, situé dans le plan de la 
variable complexe г, et (D) un domaine, situé dans 
le plan de la variable complexe z,. L'ensemble des 
points (zi Yn 23,7), (où on a posé z, = z, + iy,) tels, que 
Lë у) appartient à (D,) et (x,y) à Da, est évidemment 
uu domaine (7T) à quatre dimensions, domaine, qu'on 
appelle ,eylindrique* [formé par (D) et (D,)]“. 

Un exemple simple d'un tel domaine nous est fourni par 
l'hyperspéroide. 

La variété à deux dimensions, située sur la frontière du (7!) 
qu'on obtient, en choisissant à la fois (жу, уу) sur la frontière du 
(D,) et (zy, у) sur la frontière du (D,) s'appeilera „contour“ du 
domaine. 

Ceci posé, ou peut maintenant démontrer la proposition 
suivante: 

„Si la fonction Mit: Yi, Zs, Kal est doublement har- 
monique dans un domaine cylindrique (T) et conti- 
nue dans ce domaine fermé, alors un du moins d'entre 
les points du maximum (absolue) de la foncion и est 
situé sur le contour du (7,)*. 

D ém. Soient (D,) et (D,) deux domaines planes à l'aide des- 
quelles (7!) est défini et soit (2%, y9, a$, y$) un des points, où la 
fonetion и devient maximum. Nous savons, que ce point est sur la 
frontière du (7,) (en dehors du cas trivial u = const), et alors une 
au moins de deux circonstances doit se présenter: 

(27, yi) doit être point frontière du (D,), ou (29, y9) doit être 
point frontière du (D,). Supposons, que par exemple c’est le pre- 
mier саз, qui a lieu. Or, on voit sans peine, que la fonction 
u(x}, Yi, Za, ys), considerée comme la fonction des variables (24, уз), 
a un des points du maximum (absolue) sur la frontière du (D,). 
Soit (23, 73) un d'entre tels points. 


1) V. p. e. Osgood. Lehrbuch der Funktionentheorie H Bd. I Lieferung. 
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Je dis, que le point (23, у", 23,972) est le point du maximum 
(absolue) pour la fonction u(x, Y1, 23, Y2) dans (T). 
En effet, on a 


vis, À, 23, a) = и(а7, И, Ta, Ya) 
tans tout (D,) et alors 
(1) ule, À, 23, À) Z U (T1; ут, 23, у. 
D'autre part d’après l'hypothèse l'inégalité 
via, yf, 22, Y3) Z U(Zy; Ул, Tą, Уз) 
est valable dans tout (T.) et alors 
(2) u (zi, y3, 29, ) = u(a1, и, T2, JA). 
On a done 
u (a. 0. 23, 3) = (at, уз, 22, 02). 
ce qui nous montre, que le point (a, y$, 20, 73), (qui est situé sur 
le contour!) est aussi un point, où la fonction u devient maximum. 
O. q. t d. 


Remarque. Il est évident, qu'une proposition analogue pour 
les points du minimum (absolue) est vraie. 


§ 2. Problème de Dirichlet dans le cas du hypersphé- 
roïde. Nous allons maintenant donner l'énocé du problème, dont 
la solution constitue l'objet principale de ce chapitre. 

Nous lappellerons „problème de Dirichlet“ par analogie 
à la théorie du potentiel, en ajoutant, que nous nous bornerons, aussi 
bien dans l'énoncé, que dans la solution, au cas le plus simple, 
à savoir du hypersphéroïde. 

Voici l'énoncé du probléme: 

„Soit /(6,, 6) une fonction définie et continue sur 
le contour du hypersphéroide (7,), dont le centre se 
confond avec l'origine des coordonnées. Soient R, et R, 
les rayons du (75). 

Déterminer une fonction Mir, Pi- 7, 93) 

1° doublement harmonique à l'intérieur du (Т), 

2° telle, qu’on ait 
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lim [u(r Pi: Ta, Pı) = (6; 8,)] mes 0, 
(тз, Pas ry.93) > (Hs. 01, Fa, 64) 
le point (r, gy, rę, Pa) étant situé toujours à lintérieur 
du (7,) et (R,,0,, Ea, Oe). étant un point queleonque sur 
le contour“. 

Dans ce qui va suivre nous allons montrer que la solution 
du probléme proposée existe toujours et qu'elle est unique. Iei 
nous voulons seulement faire encore une remarque. 

Si on eompare l'enoncé du probléme formulé plus haut à celui, 
qu'on donne au probléme de Dirichlet dans la théorie du potentiel, 
on voit, qu'il y a une différence entre ces problémes. Dans la thé- 
orie des fonctions harmoniques on demande la fonction u, continue 
dans tout domaine fermé, tandis que dans le probléme, formulé 
plus haut, nous avons omis cette condition. On trouvera l'explica- 
tion de cette différence pendant la démonstration du théorème d'u- 
nicité de solution, 


8 3. Théorème d'unicitć. 


En passant à la solution du problème de Diriehlet, nous allons 
démontrer la proposition suivante: 

„Le probléme de Dirichlet possède au plus une 
solution“. 

Voici quelques lemmes, qui dans leur ensemble sont équiva- 
lents à notre assertion. 

L „II existe au plus une solution du problème, 
qui est continue dans (7) fermé". 

Ceci est évidemment une concéquence immédiate du théorème 
sur les extrema des fonctions doublement harmoniques. 

П. „Une solution, continue dans (7,) fermé, existe“. 

Nous dómontrerons ce lemme dans le $ 4%, naturellement 
d’une manière indépandante des considérations du paragraphe présent. 

ПІ. „Si w est une solution du problème, alors и 
est continue dans le domaine fermé (T,)“. 

En effet, supposons, que la fonction w est une solution du 
probléme de Dirichlet dans le саз particuliér 


/(6,, 6,) = 0. 


La fonction u(r, Pı, т, Pz) tend done vers zéro, lorsque le 
point (Fı, Pi, ry, Pa) tend vers un point du contour, en restant à l'in- 
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térieur du (T). En vertu de la remarque, que le contour est un 
ensemble fermé, on peut affirmer, que cette convergence est uni- 
forme. On peut done à tout e > 0 faire adjoindre un autre nombre 
positif б, tel qu'on ait 


R, —r, < ó, R, — r, < ó D | (Fı, @ rs Pa) | < € 
Soit maintenant (7T;) un bypersphéroïde concentrique avec 
(T), dont les rayons R; et R, sont assujettis aux conditions 
R, —R < ó 
R, =" R; s ó. 
On a donc 
| ab, Pis Ro, Ps) | < е 


et alors d’après le théorème sur l’extremum on a 


| (rı, 91, re; Pa) | < € 


dans tout (T) fermé. 

Des nombres e et ó étant aussi petits, que l'on les veut, on 

voit, que 
u (ru P1, тз, Pa) = 0 
dans tout l'intérieur du (Ty). 

Notre lemme étant démontré dans ce cas particulier, on peut 
maintenant donner une démonstration rapide dans le cas général. 

Supposons, qu'il existe une solution » du probléme de Dirichlet, 
qui n'est pas continue dans (Т„) ferme. On sait, la validité du 
lemme II étant admis, qu'il existerait encore une autre solution u, 
qui serait continue dans (T) fermé. La différence v — u était alors 
une solution du probléme de Dirichlet avec des données /(6,, Ө,)==0, 
qui ne serait pas continue dans (T;) fermé, ce qui est impossible. 
С: 5, £ 4. 

Remarque. Ces trois lemmes prouvent, que notre proposi- 
tion énoncée au début de ce paragraphe, est vraie. .I] nous reste 
sseulement à démontrer le lemme Us, c'est à dire à prouver, qu'une 
olution continue dans (T,) fermé, existe. 


8 4. Intégrale de Poisson pour les fonetions doublement 
harmoniques. 
L'existence d'une solution du probléme de Dirichlet et de 
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plus la forme de cette solution, peut nous être facilement suggérée, 
par les théorèmes de la théorie du potentiel logarithmique. On sait, 
que dans cette théorie dans le cas d'un cercle, le probléme de Di- 
riehlet est resolu à l'aide de l'intégrale de Poisson?) 

Dans la théorie des fonetions doublement harmoniques on 
peut aussi considérer un algorithme intégrale, qui nous fournira 
la solution du probléme de Diriehlet dans le cas du hypersphéroide, 
auquel nous réserverons le nom ,intégrale de Poisson pour 
les fonctions doublement harmoniques. 

Soit /(6,, 6,) une fonction continue sur le contour du (Т). 
Par ,l'intégrale de Poisson“ appartenant à cette fonc- 
tion nous entenderons la formule 


2л °? 
1 " 
(3) u (ris Фу, 7, Pa) = mm) f re, 0,) H, . H, d6,, d0, 
0 0 
où 
NN 
(4) a, - Ta (x = 1,2) 


et où l, désigne la distance des points (R,,6,) et (Fy, p,). 


On voit immédiatement que la fonction (3) est doublement 
harmonique à l'intérieur du (IA 


§ 5. Solution du probléme de Dirichlet. Comme nous 
avons dit plus haut, on peut ésperer, que la solution du pro- 
blème de Dirichlet est fournie parla fonction (3). Pour 
cela il nous reste à démontrer, que cette fonction tend vers /(6,, 6,), 
lorsque le point (ry, Q4, rą. ps) en restant à l'intérieur du (7,) tend 
vers (R,, 0,, By, 06,). D'autre part, il nous faut, en vertu du lemme 
II"* du $ précédent, démontrer, que u est continue dans (Ty) fermé. 

Prouvons d'abord, que la fonetion w tend vers une limite 
déterminée, quand le point (ri, Q;, Te ps) tend vers un point de 
frontière, point, qui n'est pas situé sur le contour du (75). 

Pour fixer les idées supposons, que les coordonnées hyper- 
sphéroidales de ce point sont (R,, 6,, 719,0), ce qu'on peut toujours 


1) V. p. ө, Goursat. Cours d'Analyse. T. III. II Éd. p. 138 et suiv. 
ou Picard, Traité d' Analyse. T. II. Éd, II. p. 15 et suiv, 
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obtenir par une simple transformation des variables. Оп а natu- 
rellement 


i < R, 
et il nous faut prouver, que la fonction air, Pi, ra P2) tend vers 
une limite, lorsque le point (r;, P1, a, Ps) tend, en restant à linté- 
rieur du (7,), vers le point (Ry, 0, r£?, 0). 

Nous ferons ceci, en démontrant, que dans ce cas, la différence 


2a 
1 1 
(5) wir, Pas Tes P2) — anf ro, 6,) Н: d0, 
0 
R} — r% 
at 2 
(où on a posé Н pp ZR, HP cos 0, + дн), 


tend vers zéro. 
Soit 6 un nombre positif arbitraire. En modifiant convenable- 
ment des raisonnéments classiques, on obtient: 


17 
| uris gu ro Pa) — zz, J 70, б) Hid, | = 
0 


IA 


1 ?x—ó 1 2n 
„Jada, J леев, — Ло, 0) нї | 20, | a + 
3 0 


+ó 2л 
1 1 
d fm [ae f iom miim н: ав, | do, + 
ed 0 
+ 


2л 
1 1 s | ; 
+ f 9e [s f 10st 70.0 | tas, an, 
= 0 


Dósignons les trois integrales du second membre de cette 
inégalité par I, I, Is et par М la plus petite limite supérieure de 
la fonction | /(6,.6,) |. Soit & un nombre positif arbitraire et ó 
un autre nombre positif choisi de tel facon. que les relations 


|n —$| <ó 
(6) [Фф | <ó 
<В, 


entraînent l'inégalité 


€ 
| Hy HH «gy 
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Supposons de plus, qu'on а 


| 6, | SJ | f(0, 0,) — /(0, 62) Ee 


£ 
3.max Н? 


Il est évident, qu'on peut toujours satisfaire à ces inégalités, 
dont une conséquence immédiate sont des inégalités 


£ 
© 
AER 


ll s'agit encore de prouver, que l'intégrale J, tend vers zéro 
avec R, — n. 
Designons par N le nombre 


N = тах | /(8,,6,) H, — /(0,0,) . H$ |, 


où la fonction /(0,, 0) . Н, — /(0,0,) H° est considerée comme la 
fonction des variables 6,, Oz, r, p, dans le domaine (6) pour les 
variables 7, фу, des variables 0,. 4, étant arbitraires. 

On voit facilement, que 


et comme d'aprés un théoréme classique sur l'intégrale de Poisson 
nous savons que la second nombre tend vers zéro avec R. — ү, 
nous voyons, que l'intégrale /, tend aussi vers zéro. 

D’après cela nous pouvons dire: 

„Lintógrale de Poisson pour les fonctions dou- 
blement harmoniques, appartenant à uve fonction 
continue, tend vers une limite déterminée, quand le 
point variable tend, en restant à l’intérieur du (Ta); 
vers un point frontière du (Т„), qui n'appartient pas 
au contour du (7,)“. 

Envisageons maintenant un point du contour, p. ex. le point 
(В,, 0, Ra, 0) (ce qu'on peut toujours supposer sans diminuer la gé- 
néralité des raisonnements) et examinons ce qui se passe, quand 
le point (ri, фу, 7's, 9,) tend, en restant à l'intérieur du (Ty), vers 
ce point. Il est facile de prévoir, que la différence 


u(r, Pis fan Pa) — f(0, 0) 
tend dans ces circonstances vers zéro. 
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En effet. On a 


2m—ó ?n- ó 


U (7.91.73, фа) — J (0, (CR S f [/(8,. 8.) —f(0,0)] H, . Н, d6, d8, + 
Le ó ó 
+Z J ue, 0,) — /(0,0)] H, H, d6, } d0, + 
pe +ó 
t£ in J I J (mn, Bs) — /0,0) H, Hy 46, } 40, + 
^u Hh 
"ga f J i660 — 70,0). H, н, ав, аб, 
e, = 
Nous avons done 
za—0 22-6 
| (ry Ф.т. Pa) — /(0.0) | ==, In Н, d6, db, + 


+0 27-0 


uL. H, d6,] d0, + зм) AE Н, d6,] 49, 
+ 17001,0) — /(0. 01. 


où on a par (6). 0:) désigné le point, pour lequel la fonction 
| f(O, 0,) — (0. 0) | 
devient maximum absolue dans le domaine 


|6,| =д 
| 6, | =6 


On voit maintenant facilement, que tous les termes d'inéga- 
lité (7) peuvent être rendus si petits. qu'on les veut, ce qui nous 
montre. que 

l'intégrale de Poisson pour les fonetions dou- 
blement harmoniques, appartenant à la fouction 

f(8,0,) tend vers cette fonction (et méme uniformé- 
ment) quand le point (ri: fire Ps) tend vers uu point 
déterminé du contour*. 

Remarque. Les considérations précédentes nous démontrent, 
que notre solution est continue dans (7,) fermé; nous avons done 
démontré aussi le II"* lemme du paragraphe précédent. 
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En faisant un résumé, nous obtenons la deuxième propo- 
sition fondamentale de ce mémoire: 

„ll existe toujours une et ипе seule solution du 
probléme de Dirichlet, dans le cas du hypersphé- 
roïde. Cette solution est nécessairement continue 
dans (7,) fermé“. 


8 6. Remarques sur le probléme de Diriehlet dans le eas, 
où les données sont définies sur toute la frontière du (TA 


Il existe une différence profonde entre, le probléme de Di- 
richlet traité dans la théorie du potentiel et entre le probléme 
traité plus haut. Cette différence consiste en le fait, que daps la 
théorie du potentiel la fonction donnée est définie sur toute la 
frontière du domaine, pendant que dans la théorie des fonctions 
doublement harmoniques la fonction donnée est définie sur une 
partie de la frontière. partie, qui est une multiplicité à deux 
dimensions, pendant que la frontière méme est une multiplicité 
à trois dimensions. 

Or on peut naturellement aussi dans le cas des fonctions 
doublement harmoniques formuler le probléme de Dirichlet avec 
des données définies sur toute la frontière du (77), mais d’après 
les résultats déjà obtenus on peut affirmer, que ce probléme n'est 
pas en général possible !). 

Précisons le problème: 

„Soit f(M) une fonction continue du point de la 
frontière du (Tj. Détérminer une fonction u(P): 

1° continue dans (T,) fermé 

2° doublement harmonique à l'intérieur du (7,,), 

3° vérifiant la conditon 


u(P) — f(M), 
lorsque le pont P, étant à l'intérieur du (7,) tend 
vers M. 
La solution decoule immédiatement des considérations du $ 5"*: 


Théorème: ,Pour que la solution du problème 
existe, il faut et il suffit, que les valeurs de la fone- 


1) Poincaré à déjà remarque ceci dans le cas des fonctions hyperharmo- 
niqdes, On voit pour cela des mémoires citées plus haut. 
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tion /(М) s'expriment par les valeurs de cette fonc- 
tion, quelle prend sur le contour, au moyen des for- 
mules: 


2x 
FAD = z | rar н, ав, 
1 ^ 
fM) = g. | rr n, а. 


& 7. Développement de l'intégrale de Poisson en série 
de Fourier. 


En términant ce mémoire nous allons appliquer des résultats 
obtenus plus haut à la théorie des fonctions hyperharmoniques. 

А cet but, en suivant la marche indiquée par la théorie du 
potentiel, développons Intégrale de Poisson en série de Fourier. 

Soit /(0,,0,) une fonction continue du point du contour du 
(Т,). L'intégrale de Poisson, qui correspond à cette fonction peut 
étre mis sous la forme 


2л 27 
1 
U(r Pry T'as Pa) = 2a. E fre. 0,) H, a. Н, d6,. 


Mais on à 


2д 2r 
E 1 
MR /6 09 Н, 46, = 2, ув, d0, + 
0 0 


EG) fra. 0,) eos x(0, — éi. 40, 1), 


et alors 


í эл on 
U(r, Фу, Ta %)= za f f(8,, Ө„) 40, 40, + 
о © 


a zs y Fal f ге. 0,) cos (0, — p) 20, d6, + 


х=1 


3) V. р. е. Goursat 1, с. р. 187 et suiv. 
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(8) + 2л? LEI NS f(8,, 64) cos 1 (0, — ps) dh, аб» + 


1=1 


1 oo ° d d | 
+535 > (z) (à) A J [rtis est itt. 
š ° % 


x=| i-i 


La série (8) converge dans tout l'intérieur du (7,) et cette 
convergence est uniforme dans tout domaine fermé, situé entière- 
ment à l'intérieur du (7,). La manière. dont on peut établir ces 
points essentiels est classique, et on peut pour cela consulter p. ex. 
le. livre cité de M. Goursat. 


. $ 8. L'intégrale de Poisson et les fonetions hyperhar- 
moniques. La fonction wir, Pı; rs, Фф) définie par la formule (3), 
où la fonction /(6,,4,) est supposée intégrale est évidemment dou- 
blement harmonique, mais elle peut ne pas étre hyperharmonique. 
D'atre part, on sait, que toute fonetion hyperharmonique dans un 
hypersphéroide (Т„), situé à l'intérieur du domaine de regularité de 
la fonetion н peut être toujours mis sous la forme (3). Nous som- 
mes done d'une manière naturelle conduits au probléme: ,Déte r- 
miner des conditions nécessaires et suffisantes, pour 
que la fonction (3) soit hyperharmonique à l'intérieur 
du (T* 

Pour résoudre cette question, prenons comme le point de dé- 
part le développement (8) et calculons la valeur du p,u. 


On a 

a= X snis) (x) 

A mV Hj) AR, 
z=] l-1 
2g 9 

7 T / £(8,, 0,)eosx (8, — q,) cosl (0 — pe) dé, as, 
1 „ \х—1 f 1— 

"DŻ > zz. (x) 
2% 27 


fre £4) сов[(х0, — 144) — (xq, — 1ф,)] 40, dbz. 
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Cherchons d’abord les conditions nécessaires. Оп doit avoir 
pau = 0 dans (7,), done tous les coefficients de la série entière (9) 
doivent être nuls: 


2x ?л 


ri /(6,, 8,) cos [(x8, — 14) — (x — 1р)! 49, dB, = 0 


(23,1 ex 1, 2,....) 


Cettes relations doivent étre vérifiées pour toutes les valeurs 
des variables pı, Ф, done on doit avoir 


?m 2 
y. J ré. Oa) cos (x8, — 16,) dO, dé, = 0 

(10) 0 WK Sp 
Ton, 6) sin (кё, —16,) 46, ав, — 0 


(x, = 1, 2,....). 


Les relations (10) sont nécessaires, pour que l'intégrale (3) 
satisfasse à l'équation Ga = 0, done pour qu’elle représente une 
fonction hyperharmonique. Ces relations sont d'ailleurs — comme 
il est facile de voir — suffisantes, ce qui implique la troisième 
proposition fondamentale du présent travail: 

„La fonction /(6,,6,) étant supposée intégrable 
sur le contour du (7,), les relations (10) expriment 
des conditions nécessaires et suffisantes, pour que 
l'intégrale (3) soit une fonction hyperharmonique 
à l'intérieur du (T;)*. 

Remarque. On peut à l’aide de ce théorème facilement 
démontrer le théorème fondamentale du $ Ans" 


$ 9. Problème de Dirichlet dans le eas des fonctions 
hyperharmoniques. 

Prenons maintenant le problème de Dirichlet pour les fonc- 
tions hyperharmoniques, c'est à dire celui qu'on obtient du pro- 
blème énoncé dans le § 2”, en remplaçant les mots „doublement 
harmonique“ par le mot „hyperharmonique*. 


1) On voit pour cela la première des notres notes, citées plus haut, 
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On voit immédiatement, que ce problème n'est pas en général 
possible, parceque la solution sera une fonction doublement harmo- 
nique, parfaitement détérminée, qui ne sera pas en général hyper- 
harmonique. 

Voici le théorème, qui donne la réponse complète: 

„Pour que le probléme de Dirichlet pour les 
fonctions hyperharmoniques soit possible, il faut et 
il suffit, qu'on ait 
2n 2R 

To, Ba) cos (x0 —16,) 46, 48, = 0 
0 


0 


2л 2л 
Toast. —10,) аө, ав, = 0° 


(e 11. esch 


Remarque. En vertu du théorème, énoncé dans le $ 6"* 
et des remarques faites plus haut, on pent facilement énoncer le 
théorème sur la possibilité du problème de Dirichlet pour les 
fonctions hyperharmoniques dans le cas, où les données sont défi- 
nies sur toute la frontière du (Ty). а 


8 10. Étude des relations (10). Ce dernier paragraphe est 
consacré à l'étude de la classe des fonctions /(6,,6,), définies sur 
le contour du (T) et satisfaisantes aux relations (10). Dans cette 
étude nous nous bornerons aux fonctions développables en séries 
de Fourier uniformément convergentes. 

Soit /(0,, 6,) définie par la série 


S F (O15 Ө,) = les cos "0, cos s6 + B., cos r4, . sin s0, + 


r=0 s=0 


+ y,, sin rÂ, cos s0, + û,, sin ró, sin 80,], 


(1 


dont nous supposons, qu’elle converge uniformément. 
L'intégration de la série terme à terme étant legitime, on 
trouve facilement des relations 
2x 2r 


T f(8,, 84) cos (x0, — 18,) dB, dO, = лї (a., , -- 4, ) 
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Qn Gm 
f fre. 0,) sin (х0, — 10,) d0, 10, = T? (y, — Bar) 
Ki CA =a 2,....). 


Pour qu'on ait done les relations (10) satisfaites, il faut et 
il suffit, qu'on ait 


| а + Ou = 0 


(12) Bur — Yu = 0 


(a, Lom, 2,....). 
Dans le méme temps nous voyons, que les coefficients a, ац 
sont entièrement arbitraires. 
Les considérations précédentes nous montrent que pour > et 
s naturels, le polynome trigonométrique constituant un terme 
de la série (11) peut renfermer seulement deux constantes arbi- 
traires et qu'il peut être mis sous la forme 


a,,, cos (r6,, + 584) + 8„,. sin (r0,, + s6,). 


Ceci implique la proposition suivante: 

„Pour que la fonction f(8,,8,) définie sur le con- 
tour du (T; et développable en série (11) uniformé 
ment convergente satisfasse aux relations (10), i] faut 
il suffit qu'elle soit de la forme 


ki . 
56,6) = 8.) + 96s) + A Żlacos(r6,+-26,)-8.,sin(r6,+-26,)] 
r=] з=] 
où les fonctions g(6,) et g(0; sont arbitraires, assu- 
jetties seulement à la condition d'être développa- 
blesen séries de Fourier uniformément convergentes 
et où les constantes G,, bn sont entièrement arbitraires“. 


‘Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 7 


Nouveaux fascicules du .Mémorial 
des Sciences mathématiques“). 


Fascicule XV. La Logique des Mathématiques par M. S. Za- 
remba. L'auteur s'est efforeć d'exposer le plus clairement et le plus 
simplement qu'il a pu, Pessentiel de ce qui doit être considéré 
comme définitivement aequis à la Seience en Logique déduetive, en 
cherchant à mettre en évidence l'intérêt que présente la logique 
théorique pour les mathématiciens. Ne d'sposant que d'une place 
strietement mesurée, l'auteur a passé sous silence les idées briéve- 
ment esquissées dans ces dernières années par des savants d'un 
mérite considérable, mais qui ne paraissent pas avoir amené encore 
leurs conceptions à la forme claire et précise qu'elles devraient 
avoir pour pouvoir étre diseutées utilement. 

Fascicule XVI. Formules Stokiennes par M. A. Buhl. M. Buhl 
coordonne, ауес beaucoup d'éléganee, au point de vue de la struc- 
ture, les diverses identités que l'on peut déduire des identités fon- 
damentales 


(1) fxav- f faxar « f f xa raz- f f faxavaz 


et, ce qui eonstitue l'intérét principal de l'ouvrage, il fait voir com- 
ment, en partant des identités (1), on pent former des expressions 
qui, égalées à zéro, fournissent les équations de divers problémes 
fondamentaux d'Analyse. de Mécanique et de Physique. Les cons - 
dérations développées par M. Buhl ne constituent évidemment pas 
des démonstrations de ce que les équations qu'il envisage sont bien 
celles des problèmes auxquels il les rapporte, mais elles sont fort 
intéressantes parce qu'elles permettent de donner des formes diver- 


1) Voir le t. Ш, p. 142 et le t IV p 122 de ces „Annales“. 
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ses aux postulats dont elles dérivent et surtout parce qu’elles per- 
mettent de mettre en évidence la parenté des postulats sur lesquels 
reposent différentes théories de la Physique mathématique. Nous 
osons croire qu'en suivant la voie où s'est engagé M. Buhl, on ne 
manquera pas de constater des similitudes propres à aceroitre sen- 
siblement la cohérence de l'ensemble de la physique théorique. 

Fascicule XVII. Thóorie générale des séries de Dirichlet par 
M. G. Valiron. Les séries de Dirichlet les plus générales sont les 
séries de la forme 


oc 


у a, e= 


1 


où s— o + if est la variable complexe, les A, des nombres réels 
indéfiniment croissants (4,,, > 4,, lim 4, = + оо). Etant donné 
l'importance de diverses formes particulières des séries de Dirichlet, 
le publie mathématique saura certainement gré à M. Valiron, qui 
a apporté lui-même d'importantes contributions à la théorie de ces 
séries, d'avoir, en écrivant le fascieule considéré du „Mómorial*, 
donné, aux personnes désireuses d'approfondir la théorie des séries 
de Dirichlet, le moyen dy arriver moyennant le minimum d'effort. 

Fascicule XVIII. Les Réseaux (ou graphes), per M. A. Sainte- 
Laguë. L'auteur formule comme il suit les deux types de questions 
que l'on étudie dans la branche de la Science à laquelle est con- 
sacré le fascicule du „Mémorial“ qui nous occupe: 

a) Est-il possible de juxtaposer des éléments donnés de façon 
à obtenir une disposition fixée à l'avance? 

b) Si une telle juxtaposition est possible, de combien de fa- 
cons Pest-elle ? 

Dans ces énoncés il faut entendre par „éléments“ donnés les 
éléments appartenant à un ensemble déterminé Ë et, pour que ces 
énoncés eux-mêmes puissent prendre une forme précise, il est né- 
cessaire que, au moyen d'une convention spéciale C, on ай fait 
correspondre à tout élément А de l'ensemble Æ un certain nombre 
d'autres éléments de cet ensemble, appelés éléments associés à l'élé- 
ment А. La convention C (qui est une donnée fondamentale des 
problémes envisagés) est susceptible d'une représentation géométri- 
que: après être convenu de représenter les éléments de l’ensemble 
Е par des points, on peut joindre chacun de ces points par des 

7* 
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lignes, appelées chemins, à tous ceux qui représentent des éléments 
associés à l'élément que représente le point considéré; la figure 
ainsi obtenue s'appelle graphe ou réseau et les problémes que l'on 
a à résoudre concernent alors certaines combinaisons des chemins. 
Différents jeux, comme en particulier le jeu d’échec, donnent lieu 
à des problémes du genre de ceux dont il est question mais, comme 
le fait remarquer M. Sainte-Laguë, de tels problèmes se présentent 
aussi dans diverses théories mathématiques. L'ouvrage, trés docu- 
menté, de M. Sainte-Laguë permettra au lecteur d'approfondir le 
sujet, aussi intéressant que peu étudié encore, auquel cet ouvrage 
est consacré. 

Fascicule XIX. Calcul différentiel absolu, рат M. В. Lagrange. 
Le mémoire de M. Lagrange constitue une exposition extrêmement 
condensée et pourtant claire de ce que l'on est convenu d'appeler 
„calcul différentiel absolu“. L'auteur aborde la question dès le début 
dans toute se généralité comme un probléme d'analyse pure ce qui 
lui permet de faire ressortir avec beaucoup de -netteté fes idées, 
en réalité trés simples, qui sont à la base de la théorie qu'il ex- 
pose et il présente les considérations géométriques, intimément liées 
à la théorie en question, comme une illustration des résultats ana- 
lytiques. En définitive le mémoire de M. Lagrange atteint très bien 
son but et rendra de précieux services à ceux qui voudront étu- 
dier le calcul différentiel absolu. 

Fascicule XX. Les fowctions holomorphes dans le cercle-unité. 
par M. A. Bloch. L'auteur caractérise comme il suit le but qu'il 
avait en vue. ,L'objet du présent article du Mémorial est l'exposi-. 
tion des propriétés aujourd'hui connues des fonetions d'une variable 
complexe holomorphes ou méromorphes dans le cercle le| <1; il 
s'agira des relations nécessaires entre les valeurs de la fonction et 
de ses dérivées à l'intérieur de ce cercle, l'existence et le nombre 
des zéros obtenus en l'égalant à une constante, son maximum ou ` 
son minimum sur certains cercles intérieurs, ete. Le cercle-unité, 
dont on s'astreint à ne pas sortir, n'est cependant nullement sup- 
posé cercle de convergence ou de méromorphie*. 

L'article est écrit avec une grande compétence et contient 
un aperçu historique très intéressant. 


S. Zaremba. 


Compte-rendu des séances 
de la Société polonaise de Mathématique 
Section de Varsovie. 


9. X. 1925. W. Sierpiński: Sur une application des images 
des fonctions. 

M. S. applique les images des fonctions à la démonstration 
du théorème (dû à M. Mazurkiewiez), suivant lequel tout ensemble 
homéomorphe à un ensemble G, est un Gs. La méme méthode peut 
servir pour démontrer le théorème de M. Lavrentieff d’après lequel 
lhoméomorphie entre deux ensembles peut être étendue à des en- 
sembles G, qui les contiennent respectivement. Voir: Fund. Math. 
УНІ, р. 135—136. 

23. X. 1925. A. Tarski: Remarque concernant l'arithmétique 
des nombres cardinaux. 

M. T. attire l'attention aux recherches qui ont pour but de 
développer des parties de la Théorie des ensembles, les plus vastes 
possibles, sans avoir récours à l'axiome du choix. Un des résultats 
de ces recherches est le théorème suivant de M. T.: pour tout nom- 
bre cardinal transfini (refléxif) m on a: 2" — m = 2" (par consé- 
quent: si 2" = m + n, on a 2" == n). 

La démonstration repose, parmi autres, sur les deux lemmes 
suivants, démontrés sans Гахіоте du choix et qui — vu des nom- 
breuses applications — peuvent par eux-mêmes présenter quelque 
intérêt: 1° si m--p— m--q. il existe Pü et » tels que: 
m—m--p,—m-rg.p—ndpetq-n-Eq; 2° si m.p 
=n--q on a m < n ou bien 2”< 2. 

6. XI. 1925. C. Kuratowski: Sur la métrisation des espa- 
ces topologiques (travaux de MM. Alexandroff. Tychonoff, Urysohn 
et Vietoris). 
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S. Straszewiez: L'ouvrage de М. Hadó sur les surfaces de 
Riemann. 

C. Zarankiewiez: Sur les dendrites. 

20. XI 1925. В Knaster: Sur le problème de M. L. 
Vietoris. 

Ce problème (L. Vietoris: Stetige Mengen, Monatshefte für 
Math. u. Phys. XXXI, 1921, 201—202) concerne l'existenee d'un 
ensemble connexe irréductible entre deux points dans le continu 
irréduetible entre ces points. 

Aprés un examen comparatif des deux théories de la strueture 
des continus irréductibles entre deux points, dont lune est due 
à M. Hahn et l'autre à MM. Janiszewski et Kuratowski, M. K. 
montre sur un exemple (à paraitre dans „Fundamenta Mathe- 
maticae“) l'insuffisance de la première pour resoudre le pro- 
bléme de M. Vietoris et déduit de la seconde le théoréme suivant 
qui en constitue une solution complète: pour qu'un continu borné 
C irréductible entre deux points contienne un ensemble connexe S 
irréduetible entre ces points, il faut et il suffit que tout sous- 
continu de C qui n'en est pas un continu de condensation soit dé- 
composable. 

La démonstration que cette condition est suffisante fait appel 
ап théoréme de M. Zermelo (Wohlordnungssatz), notamment à la 
possibilité de ranger en une suite transfinie tous les ensembles fer- 
més F où C— I’ n’est pas connexe, et s'appuie sur quelques lem- 
mes concernant la „stratification* des continus irréductibles, notion 
introduite par M. Vietoris et modifiée par MM. Knaster et Kura- 
towski. Le problème de rendre la démonstration effective au sens 
de M. Sierpinski reste ouvert. 

3. XII. 1925. F. Leja: Sur les séries semi-convergentes. Voir: 
Ann. de la Soc. pol. de math. t. IV, p. 113. 

5. IL 1926. W. Sierpiński: Sur un problème de M. Menger. 

Voir: Fund. Math. t. УШ, p. 223. En rapport avec le pro- 
blème de M. Menger qui a été traité par M. Hurewiez, M. 
Sierpiński fait епсоге la remarque suivante. M. W. Hurewicz 
a signalé (Math. Zeitschrift 24 (1995), p. 421, note %)) que si E 
est un ensemble complémentaire d'un ensemble (4) de Souslin et 
si tout sous-ensemble Æ, de Ё. tel que EE; = E, est non-dénom- 
brable, E est un Gs. M. Sierpiński observe que si l'on pouvait 
remplacer dans cet énoncé les ensembles complémentaires des en- 
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sembles (А) par les ensembles (А). il en résulterait facilement que 
tout ensemble non-dénombrable complémentaire d’un ensemble (4), 
contient un sous-ensemble parfait. 

19. II. 1926. S. Saks: Sur la mesure linéarie des ensembles plans. 

M. S. prouve l'existence d'un ensemble plan parfait dont la 
longueur au sens de Gross est nulle tandisque celle de Cara- 
théodory est infinie. Le méme exemple prouve qu'il existe des 
ensembles parfaits plans de longueur nulle au sens de Gross et 
dont les transformés homographiques peuvent étre de longueur infi- 
nie. Voir: Fund. Math. t. IX. 

5. III. 1926. Séance tenue en présence de M. le Prof. Kampé 
de Fériet. 

С. Kuratowski: Sur les points d'arrét d'une courbe. 

M. K. prouve que, si l'on enléve d'un continu borné tous ses 
points d'arrét, le reste est un semi-continu. La démonstration est 
basée sur le théoréme, suivant lequel sur un continu irréductible 
entre а et b aucun point différent de a et пе peut être un point 
d'arrêt (au sens de M. Menger). 

C. Zarankiewiez: Swr les coupures locales du plan faites 
par des continus de Jordan. 

M. Z. démontre les théorémes suivants: 1° un continu qui 
en chaeun de ses points coupe localement le plan en un nombre 
fini de régions est jordanien; 2° un continu jordanien qui ne coupe 
pas le plan contient un point ой il ne le coupe non plus locale- 
ment; 3° un continu qui en chacun de ses points coupe le plan 
localement en deux régions est une courbe simple fermée ou une 
courbe simple ouverte, suivant qu'il est borné ou non. 

23. IV. 1926. A. Lindenbaum: Sur l'arithmétique des ty- 
pes ordinaux. { 

M. L. attire l'attention au fait que, dans l'état actuel, la thé- 
orie de la puissance d'ensembles est beaucoup plus „arithmótisće* 
que celle de l'ordre: on connait bien peu de théorémes concernant 
les types ordinaux en général (non spécialement ceux du bon ordre), 
tandis que les théorèmes concernant les nombres cardinaux servent 
d'une base commode à toute la théorie de la puissance. Seuls, les 
ouvrages de M. Hausdorff concernent la théorie des types ordinaux; 
mais les problèmes qui y sont traités sont bien compliqués et 
difficiles. 

M. L. présente quelques théorémes élémentaires (de lui et de 
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M. Tarski) sur les types ordinaux, permettant de déduire par un 
calcul purement arithmétique une théorie de ces types. Parmi au- 
tres, il démontre le théorème suivant (analogue à ,Aequivalenz- 
satz“ de Schrüder-Bernstein): si a =8 + u et 8 = + a, on a: a = f. 
Voir Communication sur les recherches de la Théorie des Ensembles 
de A. Lindenbaum et A. Tarski, C. Б. de la Soc. de Se. de Varsovie. 

28. V. et 11. VI. 1926. S. Mazurkiewiez: Sur la topologie 
de l'espace à trois dimensions. Voir Fund. Math. IX. 

25. VI. 1926. S. Saks: Sur les fonctionnelles de M. Banach. 

M. S. étudie une classe de fonctionnelles continues et linéaires 
introduite par M. Banach (Bull. Sc. Math. 1925). I] en signale 
quelques applications à la théorie des développements des fonctions; 
en particulier: pour tout système orthogonal de fonctions bornées 
(de carré sommable) (g,(x)) dans (0,1), il existe un ensemble Æ 
dans (0,1) tel que le développement de toute fonction sommable 
(de carré sommable) suivant le systeme {ф„} converge presque par- 
tout dans Æ, et qu'il existe des fonctions sommables (de carré 
sommable) dont le développement diverge presque partout dans le 
complémentaire de Æ. Dans le саз où le système (g,) est en outre 
complet, le développement de toute fonction sommable (de carré 
sommable) converge encore presque partout dans £ vers les valeurs 
de la fonction. Voir: Fund. Math. t. X. 

2..VII. 1926. Bergman: Sur les fonctions harmoniques. 

5. УП. 1926. Séance tenué à l'oceasion de l'arrivée de M. le 
Prof. Nieolas Lusin. ; 

M. Nicolas Lusin présente quelques nouveaux résultats соп- 
cernant les ensembles (А) de Souslin (voir N. Lusin: „Sur les 
ensembles analytiques“, Fundamenta Mathematicae t. X, p. 1 —95). 
П donne en particulier une démonstration nouvelle du théorème de 
Souslin (fondamental dans la théorie des ensembles (4)) et du thé- 
orème dit de l’unicité; les deux démonstrations n'utilisent pas des 
nombres transfinis, mais sont basées sur la notion de séparabilité B. 

On dit que deux ensembles M et N sont séparables B, lorsqu'il 
existe deux ensembles mesurables B, P et Q, tels que 


MCP, NCQ, et PQ=0. 
On démontre sans peine que si 
M = M, + M, + M, +-..., N= N, + N, + N, +-..., 


et si les ensembles M et N ne sont pas séparables B, il existe deux 
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indices р et g tels que les ensembles M, et N, ne sont pas sépa- 
rables B. 
Le théorème de Souslin peut être exprimé comme il suit: 
Deux ensembles (А) sans point commun sont toujours séparables В. 
Démonstration. Soient K et H deux ensembles (A), no- 
yaux des systèmes d'intervalles Mess resp. {7.,,„,... ds ой l'on 
& toujours 


(1) oss "y a d. npe e, nu? "4+1 et Y». ты, My 5 an, Myre Res "31 $ 
Posons: 
с 1, Se TANE MEN TEM 
(m, т...) 


ой la sommation X s'étend à toutes les suites infinies d'indices 
Ny, Mo, Hy... Les ensembles Н"; seront définis d'une façon 
analogue. 

Admettons que les ensembles Æ et Н ne sont pas séparables 
B. Comme 


Е= HI} E? + E+... et H= HI Н? + H*+-..., 


il existe des indices p, et q, tels que les ensembles Er et Ha ne 
sont pas séparables В Or, comme 


E" = En + Er? -Lgn + .... H= Hai + Hw? + As 


il existe des indices p, et q, tels que les ensembles Em” et Hrs 
ne sont pas séparables В. En répétant ce raisonnement, on arrive 
à deux suites infinies d'indices 


telles que pour x — 1. 2, 3,... les ensembles 


J p Py et Н ten %, 


пе sont pas séparables В. 
Or, comme 


ee d usa, PE He Cus 


il en résulte que 


+0 pour х = 1, 2, 8,...; 


бы Part Py ° 7 deni, 
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d'où l'on conclut sans peine, d'après (1), que 
EH + 0. 


Le théorème est ainsi démontré. 

Un système d'intervalles 16 sem est dit un systeme d'uni- 
cité, s'il n'existe deux suites infinies d'indices p,, Ps. рз... et 94. qo Ais, 
qui soient distinetes et telles qu'on ait 


ów. dro 5 Y 


z=l 

Le théorème d'unicitć peut être exprimé comme il suit: 

Pour qu'un ensemble soit mesurable В, il faut et il suffit qu'il 
soit noyau d'un système d'unicité. 

Pour démontrer que les ensembles mesurables B sont noyaux 
des systèmes d’unicité. on démontre facilement que cette propriété 
appartient aux intervalles, ainsi qu'aux sommes et produits d'une 
infinité dénombrable quelconque d’ensembles dont chacun jouit de 
cette propriété. 

Soit maintenant Æ le noyau d'un système d'unieité £6,, „,... n, J 
Оп voit sans peine que les ensembles A!. ES E*,... n'ont pas déi 
lément commun deux à deux. Or, ils sont des ensembles (А), done 
(d'aprés le théoréme déjà démontré) ils sont séparables B. Il existe 
done des ensembles mesurables B: B', B*, B*,..., tels que 


> CBC 0, et BP B'—0 pour p+ 0. 


On voit d'une façon analogue que les ensembles E" (p, 4 = 1.2,3,...) 
sont sans éléments communs deux à deux, et qu'il existe des en- 
sembles mesurables B, B" tels que 


Er C Bee С e B^* В" =0 pour (p,q) =E (r,s). 


Pour tout système d'indices (py. ps.....p,) оп obtient ainsi un en- 
semble mesurable B, B"""* =, tel que 
(2) qo meo C poet (= a w», 
et 
(8) Вт Bets = 0 pour (р. Pros P4) HE (du 9659): 
En vertu de (2) et (3) on trouve ensuite la formule 

E ZZ BOR a 

n pp "Py Pars 


ce qui implique que É est un ensemble mesurable B, с. q. f. d. 
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10. IX. 1926. O. Nikodym: Exemple d'un ensemble plan 
fermé dont les points linéairement accessibles forment un ensemble 
non mesurable B. Voir Fund. Math. IX. 

24. IX. 1926. S. Mazurkiewiez: Sur un problème concer- 
nant les ensembles A. 

M. M. donne un exemple d'une fonction f(x), 0 << z = 1, dont 
l'image est complémentaire d'un ensemble (4), sans être un ensem- 
ble (4). Voir Fund. Math. X. 

C. Kuratowski: Sur les décompositions semi-continues d'en- 
sembles fermés. 

Un ensemble E est décomposé en ensembles 7, dits „tran- 
ches“, d'une façon semi-continue, si ces ensembles sont disjoints et 
si la condition 7; . Lim inf Т,„-Е0 entraîne Lim sup T, C 7, (К. 
L. Moore, Trans. Am. M. Soc. 1925). La tranche 7, est dite 
tranche de continuité, si la méme condition entraîne: Lim 7,— 7). 

М. K. prouve que, dans Ihyper-espace des tranches, les tran- 
ches de discontinuité forment un ensemble F, de І" catégorie. Si 
E est un continu de Jordan qui ne coupe pas le plan et si le 
nombre de dimensions de Ihyper-espace est 1, l'hyper-espace est 
une dendrite (Cf. Vietoris Proc. Akad. Amsterdam 1925. ой E 
est la surfaee d'une sphére) Tout continu borné irréductible entre 
deux points admet une et une seule décomposition semi-continue 
linéaire ayant pour tranches des continus et qui ne puisse être 
poussée plus loin (c'est-à dire, que toute décomposition semi-continue 
linéaire à tranches continues s'en obtient en réunissant plusieurs 
tranches en une seule); si cette décomposition ne se réduit pas 
à un seul élément (comme p. ex. dans le cas de continu indécom- 
posable), son type est celui de l'intervalle 01. 

8. X. 1926 A. Rajehman: Sur une classe des séries trigo- 
nométriques qui convergent presque partout vers zéro. 


Soit т, п... %,... une suite d'entiers croissant assez rapidement 
soit d. dą... ó, une suite de nombres réels compris entre zéro et un 
soit E, l'ensemble de solutions de l'inégalité 


(1)  Redn,z = n,z — [n,z] = partie non entière de n,z < ó, 
soit E la partie commune à tous les A, 


(2) E E, Ey... E,.... 
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On peut prouver par la méthode de la multiplication des sé- 
ries trigonométriques, que pourvu que 6, ne tende pas vers un 
quand x — co, l'ensemble E est un ensemble d'unicitć trigonométri- 
que. c'est à dire qu'il n'existe pas des séries trigonométriques à coef- 
ficients non tous nuls qui converge en zéro partout en déhors de E. 
. Ceci a été déjà montré par M. Rajehman dans Mathematische An- 
nalen (Bd. 95 p. 389—408) X 

Dans la Communication présente il est prouvé. que la même 
méthode (celle de la multiplication) permet pour le eas lim д, = 1 


de faire correspondre à Æ une série trigonométrique convergente 
vers zéro partout en déhors de Æ — c’est-à-dire de démontrer que 
dans ce cas E n'est pas un ensemble d’unicité trigonométrique. 

Ce dernier résultat (même sous une forme plus générale) a été 
d’ailleurs trouvé antérieurement par Mis Nina Bary (Fundamenta 
Mathematicae vol. IX — sous la presse) La méthode qu'elle a em- 
ployée est toute différente et parait plus compliquée. 

15. X. 1926. C. Zarankiewiez: Sur l'ensemble des points 
qui divisent un continu. 

M. Z. prouve que 1°: la fermeture d'un constituant de l'ensem- 
ble des points qui divisent un continu de Jordan est une dendrite; 
29. étant donnée une famille de constituants de l'ensemble des 
points qui divisent un continu de Jordan, si les diamétres de ces 
constituants sont > € > 0, il existe une dendrite située dans ce 
continu et renfermant les constituants donnés. 

26. XI. 1996. S. Kwietniewski: Sur les problèmes de con- 
struction dans la Géométrie euclidienne. 

M. K. présente les postulats suivants: 


Postulats de distinction. 
Étant con- 


struits les 
points 


satisfaisants | on peut distinguer, si ces 
à la condition | points satisfont à la condition 


a) ABC ~ £6, 


b) ABC eó, 


a) À entre B et C 
b) B entre C et À 
c) C entre À et B 
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Postulats de construction. 


on peut con- 
struire 
les points 


satisfaisants 
à la condition 


Étant constru-| satisfaisants 
its les points | à la condition 


À, ..A,€6, А, А, 4з... А, 


CX | АВ 


ABX ~ £ó, 


(XYAB)=— 1 
(X FOD 1 


Remarque. ó, Signifie un simplex de n points, c'est à dire un ensemble 
de points Q, P,(i— 1, 2...,n—1) satisfaisants à la condition, que ві Q,+4; 
(г = 1,2,...л —2) est colinéaire avec Q, et P,, alors ©, + Przą. Pour les 
constructions planimétriques n — 3, pour les constructions stéréométriques n = 4. 


AB signifie la droite 4B; ABC — le plan ABC. 


M. K. signale plusieurs problèmes qui se laissent resoudre 
à l'aide de ces postulats, 

3. ХП. 1926. S. Mazurkiewicz: Sur les ensembles n-dimen- 
sionnels ponctiformes. 

М. M. prouve l'existence d'un ensemble G;, »-dimensionnel, 
nulle part connexe (c'est-à-dire qui, pour tous deux points, peut 
être décomposé en deux parties séparées contenants resp. ces points). 
Ce résultat constitue la solution d'un probléme posé par Urysohn 
(Fund. Math. УШ, p. 324 probl x et 4). 

C. Kuratowski: Sur l'application de la fonction de Pom- 
peiù à la construction d'ensembles ponctiformes. 

I désignant l'image géométrique de la dérivée de la fonction 
de Pompeii (Math. Ann. 63), 1°: l'ensemble Z est un G;, ponctiforme 
et connexe (cf. Knaster et Kuratowski, Rend. di Palermo 49), 
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29: l'ensemble / — X (l'axe des abscisses) est un Ga, nulle part connexe 
et de dimension 1 en chaque point, 3°: l’ensemble / — X + un 
point arbitraire (zo, 0), n'appartenant pas à /, est un G;, dispersé (c.-à-d. 
ne contenant aucun sous-ensemble connexe) tout en étant connexe 
entre un certain couple de points. 


10. XII. 1926. 7. Zalewasser: Sur le phénomène de Gibbs. 


L'ensemble de points où se présente le phénomène de Gibbs 
pour une série de Fourier partout convergente d'une fonction con- 
tinue est un ensemble F, le plus général. 


15. ХП. 1926. J. В. Kline (Philadelphia): Concerning Sense 
on Simple Closed Curves in Non metrical Plane Analysis Situs. 

The purpose is to give a new intentional definition of same- 
ness of sense on simple closed curves in a space that is neither 
metrical, descriptive or separable but which satisfies a system of 
axioms X, proposed by Professor В. L. Moore in the Transactions of 
the American Mathematical Society. This system of axioms suffices 
to prove the greater part of the ordinary Jordan curve theory. The 
definition proposed is the following: The sense A, В, С, on the 
simple closed curve J, and the sense A, B, C, on the simple 
closed eurve J, are said to be the same 3f there exists in the com- 
mon exterior of J, and J, a simple closed curve J, and three 
points 4,, B, and C, thereon such that A, B, C, as well as A, B, C, 
can be simply joined to 4, B, C,. The points А, B, C, on J, and 
A, B, C, on Js are said to be simply joined if there exist three 
mutually exclusive ares A, X Аз, B, Y B, and C, Z (, which lie 
except for their end points in the common exterior of J, and J;. 
It is shown that if the sense is the same for one choice of the 
simple closed curve J,. then it is the same for every other choice. 
It is further shown that the ordinary properties of sameness of sense 
are obtained and that the sense reduces to the ordinary sense in 
the presence of metrical properties. In proving these properties 
a number of theorems, intrinsically interesting in Analysis Situs, 
are obtained. 

R. G. Lubben: Concerning the Separation of Plane Point 
Sels by Curves. 

Definitions: If K, H, and T are plane point sets and 
К.Н = 0, then the statement H is not separated by К near T is 
defined as follows: if P is a point of 7 and e is a positive num- 
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ber, there exists a positive number б, , such that if z and y are 
points of H whose distances from P are not greater than ó,,, then 
there exists a connected point set C containing r and y such that 
C.K=0, and that C contains no point whose distance from P 
is greater than e If К, Н and M are point sets such that every 
connected point set which contains points of both К and H con- 
tains points of M, then M is said ta separate A and Н. 

Theorem I. If К is a bounded continuum, /) is a bounded 
complementary domain of K, H is a subset of D such that H= 
H+- T, where T is a subset of K and is totally diseonneeted, then 
in order that there exist a simple closed curve which separates H 
from K — T, it is necessary and sufficient that H should not be 
separated by K near T. [If it be specified in addition that H be 
connected, then the condition that H be a subset of a complemen- 
tary domain of К is superfluous]. 

Theorem II. If К is a bounded continuum, 7 is a totally 
disconnected subset of K such that K — T is the sum of two 
mutually separated point sets K, and K, x is a point of K, and 
y of K,, then there exists a simple closed curve which separates 
z from y and whose product with K is a subset of T. 

С. Kuratowski: On closed curves and irreducible continua. 

It is shown that 1°: if A is a proper closed subset of an 
indecomposable bounded continu С such that А has points in com- 
mov with each composant S of C then each product SA is com- 
posed of an infinite number of maximal connected sets; 2°: any 
bounded closed curve which decomposes the plane in more than 
two regions is an irreducible continu (a generalization of this the- 
orem presents the solution of a problem proposed by Alexan- 
droff in the Math. Annalen 1926). 

17. XII. 1926. MM. A. Tarski et А. Lindenbaum: Sur 
l'indépendance des notions primitives dans les systèmes mathématiques. 

М. Т. fait part de certains résultats se rattachant à la mé- 
thode connue, dont l’auteur est M. Padoa1), et qu'on emploie dans 
la recherche de l'indépendance des notions primitives. Ces résultats 
(comme la méthode méme de M. Padoa) ne s'appliquent qu'aux 
systèmes mathématiques au sens strict, c.-à-d. à ceux, où l'on sup- 


1) Cf. p. ex.: L'Enseignement Mathématique 5 (1903), p. 85. 
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pose déjà la connaissance d’un système de la Logique et l'on ne se sert 
de ,régles de procédé“ outre de celles de la Logique. Le théorème 
principal de M. T. réduit complètement l'étude de l'indépendance des 
notions à l'étude de l'indépendance des propositions, fournit une 
base théorique à la méthode de M. Padoa et met en évidence sa 
généralité. En introduisant certaines hypothèses sur le nombre et 
le caractère des notions primitives (pour simplifier les raisonnements 
seulement), on peut formuler le théorème comme il suit: 

L Soit U un système d’axiomes ne contenant que deux ter- 
mes primitifs, „R“ et „5“, dont le second désigne une relation 
binaire; soit U’ — le système obtenu de U après y avoir remplacé 
le terme „8“ par „S”*; soit U* le système composé de tous les 
axiomes des systèmes U et U'; soit enfin P* — la proposition 
suivante: | 

pe Sy.=.2 Sy“ 
zy 

Alors, pour que le terme „5% ne puisse pas être défini à l’aide 
du terme „R“ seul (c. à. d. qu'il soit indépendant de „R“) dans le 
système basé sur U, il faut et il suffit que la proposition P* soit 
indépendante du système U*. 

En analysant I, M. T. est parvenu encore au théorème II, 
où l'expression „4(2)* remplace la proposition obtenue du produit 
logique des axiomes U, aprés y avoir substitué une variable „2% 
au lieu de „S“. d 

II. Soit U le système remplissant les conditions de I. Si le 
terme ,S“ peut être défini — de quelque manière que ce soit — 
à l'aide du terme „R“ dans le système U, la proposition P sui- 
vante, qui est alors une conséquence du système U peut servir 
aussi de définition: 


„28у. = : A(Z). )g.2 Xy". 


A l’aide de П, on obtient aisément une telle simplification 
de I que les systèmes U’ et U* deviennent superflus. 

M. L. s'occupe de certains problèmes de l'indépendance des 
notions de géométrie euclidienne et d'arithmétique des nombres 
réels. Définissons: 


M(a, b, c, dm = «les paires a, b et c, d de points sont congruentes, 
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Р(а, , с). == .1е point b est situé entre a et c. 


а,Ь,с 


H(a. b, с. d). = . les points a,b,c,d (dans cet ordre) sont har- 
a, b, е P ? 


moniques. 

Dans la géométrie euclidienne à n > 2 dimensions, on peut 
avec M dófinir P et H; d'autre part, P et H ne suffisent pas et il 
est possible d'ailleurs de définir P à l'aide de Н ou réciproquement. 
Le probleme conduit cependant A un rósultat diffórent dans la gć- 
ométrie euclidienne à une dimension. Là, pour que le terme Р soit 
indépendant du terme M, il faut et il suffit qu'il existe une fonc- 
tion réelle F de variable réelle, non mesurable au sens de Le- 
besgue et remplissant certaines conditions. A l'aide de l'axiome 
du choix, on démontre qu'une telle fonction Ё existe, done que le 
terme P est indépendant du terme M. Mais, si Гоп rejette p. ex. 
l'existence des ensembles non mesurables, on peut écrire (effective- 
ment) une définition correcte du terme P à l'aide de M. 

Le terme M est dans le cas d'une seule dimension indépen- 
dant aussi de P, mais la notion „affine* Н permet déjà de définir P 
et la notion „métrique“ M, c.-à-d de développer toute la géométrie 
euclidienne à une dimension. 

L'arithmétique des nombres réels peut étre basée sur les ter- 
mes: 1, + et <. Le probléme, si le dernier terme et définable 
à l'aide de deux autres, est équivalent de nouveau au probléme de 
l'existence des fonctions f. 

M. L. énonce encore quelques résultats du même genre (pour 
la géométrie projective p. ex.). 

A. Rajchman: Remarque sur un article de M. Knopp. 


Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 8 
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État 
de la Société Polonaise de Mathématique à la fin 
de l’année 1926. 


Président: M. Z. Krygowski. 

Vice-Présidents: MM. M. Huber et Š. Zaremba. 

Secrétaire: M. S. Malecki. 

Vice- Secrétaire: М S. К. Zaremba. 

Trésorier: M. А. Wilk. 

Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et 
W. Wilkosz. 

Commission de Contrôle: MM. K. Fijoł, G Lesnodorski et S. Zakrocki. 

Il existe quatre sections de la Société, l’une à Lwéw, présidée par 
М. M. Huber, la seconde à Varsovie, présidée par M. S. Ma- 
zurkiewiez, la troisième à Poznań, présidée par М. Z. Kry- 
gowski, la quatrième à Wilno, présidée par M. W. Staniewiez. 


Liste des Membres de la Société. 


Malgré le soin avec lequel cette liste а été établie, certaines 
fautes ont pu s’y glisser; M. M. les Membres sont priés instamment 
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrétaire (Cracovie, 
rue Golebia 20, Institut de Mathématique). 

Abbréviations: L - membre de la Section de Lwów, Wa — 
membre de la Section de Varsovie, Р — membre de la Section de 
Poznań, Wl — membre de la Section de Wilno. 


Dr. Kazimierz Abramowicz (Р), Poznań, ul. Wyspiańskiego 8. 

Herman Auerbach (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 

Bohdan Babski, Grudziądz, ul. ks. Budkiewicza 22. 

Prof. Dr. Stefan Banach (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 

Prof. Tadeusz Banachiewiez, Kraków, Obserwatorjum Astronomiczne, 
ul. Kopernika 25. 

Jan Baran, Toruń, Gimnazjum Męskie, Małe Garbary. 

Prof. Dr. Kazimierz Bartel (L), Lwów, Politechnika. 

Prof. Dr. Czesław Białobrzeski, Warszawa, ul Hoża 69. 

Inż. Dr. Izydor Blumenfeld (L), Lwów, ul. Franciszkańska 4. 

Dr. Georges Bouligand, Professeur à la Faculté des Sciences de 
l'Université de Poitiers, Poitiers (France), 50, rue Renaudot. 
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Dr. Stefan Bóbr (Wa), Warszawa, Aleje Jerozolimskie 9 m. 23. 

Dr. Łucjan Bütteher (L), Liwów, Politechnika. 

Franciszek Brablec, Krakow, ul. Studencka 4. 

Dr. Elie Cartan, Professeur à la Faculté des Sciences de l'Univer- 
sité de Paris, Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Avenue 
de Montespan. 

Dr. Juljan Chmiel, Kraków, ul. Sw. Tomasza 33. 

Antoni Chromiński (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydział Inży- 
nierji Lądowej 

Dr. Leon Chwistek, Kraków, ul. Szujskiego 7. 

Dr. Jakób Cukierman (Wl) Wilno, ul. Kasztanowa 3. 

Dr. Kazimierz Cwojdziński (P), Poznań, ul. Grottgera 5. 

Jadwiga Czarnecka (Р), Przybysław, poczta Żerków (województwo 
Poznańskie). 

Dr. Bohdan Debryng, Warszawa ul. Topolowa, Wojenna Szkoła 
Inzynierji. 

Prof. Dr. Samuel Diekstein (Wa), Warszawa, ul. Marszalkowska 117. 

Gerhard Dlugowski, Toruń Oficerska Szkoła Artylerji, Koszary 
Skrzyneckiego. 

Dr. Stanisław Dobrowolski (Wa), Milanówek pod Warszawą. willa 
Zosinek. : 

Prof. Dr. Wacław Dziewulski (WI), Wilno, ul. Zakretowa 13. 

Prof. Dr. Władysław Dziewulski (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 15. 

Prof. Dr. Plaeyd Dziwiński (L), Lwów. Politechnika. 

Prof. Dr. Marcin Ernst (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 

Kazimierz Fijoł, Kraków-Podgórze ul. Józefińska 31. 

Dr. Paul Flamant, Maître de conférences à la Faculté des Sciences 
de FUniversitć de Strasbourg, Strasbourg (France), 31, Avenue 
de la Forét-Noire. 

Miroslaw Gibas, Kraków, ul. Krupnicza 28. 

Dr. Stefan Glass (Wl) Wilno. Wielka Pohulanka 6. 

Stanislaw Golab, Kraków, ul. Lenartowieza 12. 

Prof. Dr. Łucjan Grabowski (L), Lwów, Politechnika. 

Dr. Henryk Greniewski, Warszawa, ul. Królewska 23. 

Dr. Aleksander Grużewski (Wa), Warszawa, ul. Poznańska 14 m 7. 

Prof. Dr Antoni Hoborski, Kraków, ul. Smoleńska 26. 

Marja Hommć (L), Lwów, ul. Św. Jacka, Gimn. SS. Urszulanek. 

Ks. Feliks Hortyński, Kraków, ul. Kopernika 26. 

Prof. Dr. Maksymiljan Huber (L), Lwów, Politechnika. 

e 8* 
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Zenon Jagodziński (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydział Inzy- 
nierji Lądowej. 

Wincenty Janik, Kraków, Plac na Groblach, Gimn. Św. Anny. 

Prof. Dr. Kazimierz Jantzen (W1), Wilno, ul. Zakretowa 9. 

Dr. Stefan Kaczmarz (L), Lwów, Politechnika. 

Dr. Stanisław Kalandyk (P), Poznań, ul Słowackiego 29. 
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Prof. Dr. Stefan Kempisty (W1, Wilno, ul. Wielka 24. 

Dr. Michał Kerner (Wa), Warszawa, ul. Pańska 20. 

Stefania Klawekówna (P), Poznań, ul. Młyńska 11. 
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Zygmunt Kobrzyński (Wa), Nowy-Swiat 22 m. 8. 

Prof. Dr. Zdzisław Krygowski (P), Poznań, ul, Głogowska 74/5. 
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Gustaw Leśnodorski Kraków, ul. Sobieskiego 10. 

Władysław Lichtenberg (L), Lwów, Politechnika. 

Prof. Dr. Leon Lichtenstein (Wa), Leipzig (Deutschland), Gross- 
górschenstrasse 3. 

Adolf Lindenbaum (Wa), Warszawa, ul. Złota 45. 

Prof Dr. Stanisław Loria (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 

Prof. Dr. Antoni Łomnieki (L), Lwów, Politechnika. 

Prof. Dr. Jan Łukasiewicz (Wa), Warszawa, Brzozowa 12. 

Prof. Dr Mikołaj Łuzin (Wa), Moscou (U. R. S. S), Arbat 25/8. 

Władysław Majewski, Lwów, ul. Kadecka 1, Korpus Kadetów, 

Dr. Adam Maksymowicz (L), Lwów Politechnika 

Stanisław Malecki, Kraków, ul. Długa 50. 

Andrzej Marconi (P), Poznań, ul Kosińskiego 26. 

Prof. Dr. Stefan Mazurkiewicz (Wa), Warszawa, ul. Oboźna 11. 

Inż. Dr. Meyer. Lwów, ul. Franciszkańska 4. 

Władysław Moroń (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 

Zofja Napadiewiczówna (L) Lwów, ul. Chorazezyzny, Gimnazjum 
żeńskie. 
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Dr. Stanisława Nikodymowa (Wa), Kraków, ul. Kochanowskiego 23. 
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Prof. Dr. Alfred Rosenblatt. Kraków, ul. Krowoderska 47. 
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Antoni Rozmus, Zakopane, Gimnazjum. 

Prof. Dr. Juljusz Rudnieki (Wl), Wilno, ul. Zamkowa 22. 
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